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Vorwort. 


Diese Vorlesungen über Vektorrechnung unterscheiden sich 
nicht nur im Aufbau und Inhalt, sondern vor allem in der grund- 
sätzlichen Auffassung über das Wesen und die Ziele der Vektor- 
rechnung erheblich von der Mehrzahl der Bücher, die sich mit Vek- 
toren beschäftigen. Der Vektorbegriff wird geometrisch anschaulich 
eingeführt, dann aber mit Methoden, die der Anschauung nahe- 
stehen, schrittweise vertieft und erweitert; so wird der Leser nicht 
nur mit der elementaren Vektorrechnung und Feldertheorie und mit 
der Dyadenrechnung vertraut gemacht, sondern es wird auch ein 
Zugang zu der Tensoranalysis gewonnen, die durch die Erfolge der 
Relativitätstheorie aktuell geworden ist und heute ausgedehnte Ge- 
biete der Mathematik und mathematischen Physik beherrscht. 

Die Vektorrechnung ist in den letzten Jahrzehnten weiten Krei- 
sen bekannt und geläufig geworden, und hat sich in physikalischen 
und technischen Lehrbüchern und Zeitschriften eingebürgert. Aber 
ausgebreitet hat sie sich dabei nur wenig. In ihrer Anwendung bleibt 
sie in der Hauptsache auf einzelne Gebiete, wie analytische und 
technische Mechanik, Hydrodynamik, Elektrodynamik beschränkt. 
In die Elastizitätstheorie z.B. ist sie kaum eingedrungen; zwar ist 
in modernen Darstellungen viel von Verzerrungs- und Spannungs- 
dyade die Rede, aber es wird selten mit diesen Dyaden selbst ope- 
riert; vielmehr herrscht in der Elastizitätstheorie noch die Darstel- 
lung in Koordinaten fast unbeschränkt. Dieses Beispiel ist typisch; 
überall, wo man mit den einfachsten Operationen der Vektorrech- 
nung ausreicht, wird die dadurch erreichte Freiheit von einem will- 
kürlichen Koordinatensystem als schätzenswerter Gewinn begrüßt, 
aber das Operieren mit Dyaden und Tensoren höherer Stufe wird 
vermieden; wo die Einführung des Begriffs der Dyade unvermeidlich 
wird, vermeidet man es wenigstens, sie als ein Ding, eine Größe, 
eine Zahl aufzufassen und durch ein Symbol zu bezeichnen. Statt 
auf das Gebäude der elementaren Vektorrechnung noch ein Stock- 
werk aufzusetzen, kehrt man zur Koordinatenrechnung zurück. Ge- 
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rade die formale Dyadenrechnung aber ist der Schlüssel, der mit 
leichtester Mühe und auf kürzestem Wege alle die Probleme zugäng- 
lich macht, bei deren Untersuchung zwei Felder auftreten, die durch 
affine Abbildung oder eine lineare Vektorfunktion in Beziehung ge- 
setzt sind. 

Gegen die Dyadenrechnung werden nicht selten die gleichen 
Gründe ins Feld geführt wie vor ein paar Jahrzehnten gegen die 
Vektorrechnung überhaupt; hierauf einzugehen erübrigt sich. Die 
wirklichen Ursachen der Widerstände gegen die Dyadenrechnung 
sind andere. Die Begründung der Dyadenrechnung ist abstrakt; sie 
zu erlernen, bedarf es Ausdauer und Glauben an den Erfolg der auf- 
gewendeten Mühe. Wer die Vektorrechnung als Hilfswissenschaft 
betrachtet und von jeder neuen Operation möglichst sofort Anwen- 
dungsmöglichkeiten sehen möchte, fühlt sich abgestoßen. In den 
meisten Lehrbüchern der Vektorrechnung wird überdies die Dyaden- 
rechnung erst gegen Ende gebracht; der schon etwas ermüdete und 
durch die plötzlich beginnende abstrakte Darstellung erschreckte 
Leser erwartet nichts mehr von grundsätzlicher Wichtigkeit. Ich 
habe deshalb die Grundzüge der Dyadenrechnung bereits im ersten, 
der elementaren Vektoralgebra gewidmeten Kapitel gebracht; ihre 
Wichtigkeit kann nicht früh genug und nicht stark genug betont 
werden. Die genauere Theorie der Dyaden mit ihren geometrischen 
Anwendungen ist einem späteren Kapitel vorbehalten, an das sich 
ein besonderes Kapitel über die wichtigsten Dyaden der Me- 
chanik, Trägheits-, Verzerrungs- und Spannungsdyade und das 
Hookesche Gesetz schließt. 

Ein weiterer Grund, der die Einbürgerung der Dyadenrechnung 
bisher erschwert hat, scheint mir in der Frage der Bezeichnung zu 
liegen. Von den Festsetzungen über die Bezeichnung der einfach- 
sten Vektoroperationen wird man verlangen müssen, daß sie der 
Weiterentwicklung der Vektorrechnung keine Schwierigkeiten in 
den Weg legen. Das in Deutschland meist gebrauchte System der 
Bezeichnungen des Ausschusses für Einheiten und Formelzeichen 
läßt sich aber, so bequem es für die einfachsten Operationen sein 
mag, auf die Operationen der Tensorrechnung ohne ziemlich künst- 
liche Zusätze nicht erweitern: es erschwert deshalb die Ausbildung 
und Ausbreitung dieser Rechnungsart. An folgerichtigen Systemen 
| der Bezeichnungen ist kein Mangel; ich verwende in meinen Vor- 
| lesungen das von Gibbs angewendete System, das ich zwar nicht 
| für das bestmögliche, aber doch für das beste unter den bestehenden 
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Systemen halte. Auf Einzelheiten über diese viel diskutierte Frage 
einzugehen, möchte ich an dieser Stelle vermeiden. 

Dem Streben nach Anschaulichkeit bei der Einführung des Vek- 
torbegriffs und beim Aufbau der Theorie entspricht es, daß geo- 
metrische Betrachtungen nicht nur zur Ableitung von Sätzen, son- 
dern auch zu Anwendungen der abgeleiteten Theorien herangezogen 
werden. Beides ist oft kaum zu trennen. Im übrigen erfordert die 
Auswahl der Anwendungsgebiete Beschränkung. Durch die ge- 
samte vektorielle Behandlung der Differentialgeometrie zieht sich 
ein kinematischer Gedanke; es liegt nahe, das zwangsläufig herein- 
kommende kinematische Anwendungs- oder besser Anschauungs- 
gebiet zum Gebiet der Mechanik mit Einschluß der Mechanik der 
Kontinua und der Potentialtheorie zu erweitern. Damit glaubte ich 
aber ausreichen zu können. Die Wahl von Beispielen aus den ver- 
schiedensten Teilen der theoretischen Physik scheint mir neben der 
Gefahr der Zersplitterung noch eine weitere Gefahr zu bergen: man 
setzt sich leicht dem Vorwurf aus, aus einem unermeßlich weiten 
Gebiet verhältnismäßig wenige, besonders günstige Beispiele her- 
ausgegriffen zu haben, die damit ihre Beweiskraft für die Anwen- 
dungsfähigkeit der vorgetragenen Theorien verlieren. 

Was insbesondere die Geometrie betrifft, so gehört sie zu den- 
jenigen Gebieten, in die die formale Vektorrechnung nur langsam 
eindringt. Ich bin deshalb länger bei der vektoriellen Behandlung 
der Differentialgeometrie verweilt, als es in deutschen Lehrbüchern 
der Vektorrechnung üblich ist, und habe einige Abschnitte dem 
Aufbau einer natürlichen Geometrie gewidmet, die sich, in ihren 
Ergebnissen mit der natürlichen Geometrie Cesaros deckt, wäh- 
rend sie sich methodisch erheblich davon unterscheidet. Die Geo- 
metrie gibt aber auch die Mittel an die Hand, die Transformations- 
theorie der Vektoren anschaulich zu begründen und dadurch zu 
einer Verschärfung des Vektorbegriffs zu kommen, der schließlich 
noch eine Erweiterung erfährt durch die Untersuchung der Vek- 
toren in mehrdimensionalen und Riemannschen Räumen. Diese 
letzten Untersuchungen haben Beziehung zur Relativitätstheorie, 
gehen aber über deren Erfordernisse weit hinaus; sie dürfen neben 
mannigfacher praktischer Anwendbarkeit der Ergebnisse auch ein 
rein mathematisches Interesse beanspruchen. Die Vektoren der Re- 
lativitätstheorie und der Riemannschen Räume einerseits und 
die der euklidischen Geometrie und Mechanik anderseits sind auf 
den ersten Blick nicht als Dinge gleicher Natur zu erkennen; hier 
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klafft eine Lücke im wesentlichen methodischer Art, die ich zu über- 
brücken bestrebt war. Dieser Versuch bedeutet ein Wagnis, nicht 
nur mit Rücksicht auf die Abneigung weiter Kreise gegen die Ver- 
wendung formaler Vektoroperationen in der Relativitätstheorie. 
Auch wer für die Verwendung der Vektoren und Tensoren selbst 
an Stelle ihrer Maßzahlen eintritt, wird zugeben müssen, daß die 
Möglichkeit, sich bei Untersuchungen allgemeiner Art vom Bezugs- 
system vollständig frei zu machen, auf Räume mit euklidischer 
Metrik beschränkt ist; Untersuchungen in höheren Räumen sind 
vielmehr methodisch denjenigen Untersuchungen im euklidischen 
Raum gleichzustellen, bei denen ein allgemeines Bezugssytsem von 
3 Scharen von Parameterkurven zugrunde gelegt ist. Diesem 
Nachteil steht eine Reihe erheblicher Vorzüge gegenüber, von 
denen ich einige hervorheben möchte. Zunächst sei auf die Ein- 
führung der absoluten Differentiation und linearen Übertragung 
hingewiesen; sie wird durch Verwendung des Vektors selbst an 
Stelle seiner Maßzahlen der euklidischen Anschauung näher ge- 
bracht als durch jede andere Art der Begründung, und die Formeln 
erhalten einen unmittelbar greifbaren Sinn bei Spezialisierung auf 
den euklidischen Raum. Ähnlich erhält der Krümmungstensor eine 
anschauliche geometrische Bedeutung im engsten Zusammenhang 
mit dem Krümmungsmaß einer Fläche. Von prinzipiell tieferer Be- 
deutung ist ein weiterer Vorzug. Wegen des Invariantencharakters 
eines als komplexe Zahl höherer Stufe definierten Tensors erübrigt 
sich für jede derartige als invariant erkannte Form der Nachweis 
der Tensoreigenschaft, die bei alleiniger Verwendung der Tensor- 
maßzahlen aus ihrem Verhalten gegenüber den Transformationen 
des Koordinatensystems erwiesen werden müßte. 

Das Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die ich seit 
einer Reihe von Jahren an den Technischen Hochschulen München 
und Dresden vor Studierenden der Ingenieurwissenschaften, der 
Physik und der Mathematik gehalten habe. Sein Inhalt verteilt sich 
auf drei Stufen. Während in einer Einführungsvorlesung über 
höhere Mathematik nur die einfachsten Grundtatsachen der Vektor- 
rechnung zur Sprache kommen, bietet eine Vorlesung über Vektor- 
rechnung Raum für Feldertheorie und Dyadenrechnung. Schwierigere 
sowie mehr ins einzelne gehende Theorien habe ich gelegentlich in 
Spezialvorlesungen vor einem engen Kreis und in Seminarien be- 
handelt. Einer derartigen Gelegenheit verdankt auch der letzte, 
anhangsweise zugefügte Abschnitt über höhere komplexe Zahlen 
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seine Entstehung; dieser fällt zwar methodisch vollständig aus dem 
Rahmen des Buches heraus, doch liegt gerade darin seine Bedeu- 
tung, da er die Möglichkeit erkennen läßt, die Vektorrechnung auch 
nach ganz anderen Gesichtspunkten aufzubauen; überdies ergibt 
sich dabei eine Gelegenheit, auch die Hamiltonschen Quater- 
nionen und die Vektoren der Gaußschen Zahlenebene, sowie die 
neuerdings wichtig gewordenen dualen Vektoren und Misesschen 
Motoren zur Sprache zu bringen. 

Die Darstellung bedient sich der Freiheiten, welche Vorlesungen 
gegenüber dem methodisch straffen Aufbau eines Lehrbuchs bieten. 
Die Entwicklung ist vielfach durch Anwendungen unterbrochen 
oder durch Ableitung von Hilfssätzen aufgehalten; bei der Wieder- 
aufnahme des Fadens werden Wiederholungen nicht gescheut. Das 
Buch ist in erster Linie zum Gebrauch neben der Vorlesung gedacht; 
da das Studium der Vektorrechnung, wenn sie zum lebendigen 
mathematischen Werkzeug werden soll, gar nicht früh genug be- 
gonnen werden kann, stellen die ersten Kapitel an die mathema- 
tischen Kenntnisse des Lesers nur außerordentlich bescheidene An- 
forderungen. Mit dem Fortschreiten seiner mathematischen Bil- 
dung mag der Studierende auch in der Lektüre des Buches fort- 
schreiten; die letzten Abschnitte sind fast ausschließlich für Mathe- 
matiker bestimmt und werden Studierende der Natur- und In- 
genieurwissenschaften nur bei besonderer theoretischer Veran- 
lagung interessieren. 

Bei der Niederschrift des Buches hat mich mein früherer Hörer 
und Assistent, Herr Dr. Fritz Müller, Dresden, unermüdlich 
unterstützt und beraten; er hat auch die Figuren gezeichnet und mir 
bei der Korrektur geholfen. Für seine treue Mitarbeit möchte ich ihm 
auch an dieser Stelle herzlichen Dank aussprechen. Für wertvolle 
Ratschläge bei der Korrektur bin ich mehreren Fachgenossen zu 
Dank verpflichtet, besonders den Herren E. Hilb, W.Krullund 
nicht zuletzt meinem Freund und Lehrer S. Finsterwalder, 
der auch noch in anderer Weise an dem Zustandekommen dieses 
Buches beteiligt ist, nämlich als der erste, der mich selbst in die 
Vektorrechnung eingeführt und mein Interesse dafür geweckt hat. 


Dresden, im Januar 1928. Lagally. 
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Kapitel 1. Elementare Vektor-Algebra. 


§ 1. Begriff des Vektors; Samme von Vektoren. 


1. Translation. Eine Bewegung des Raumes, bei der sämtliche 
Punkte gleichlange und gleichgerichtete Strecken zu- 
rücklegen, heißt Translation. Die Kenntnis einer beliebigen 
dieser Strecken genügt zur vollständigen Bestimmung der Trans- 
lation. In diesem Sinn sind die von sämtlichen Punkten des 
Raumes zurückgelegten Strecken gleichwertig, ihr Ausgangspunkt 
ist unwesentlich. Wenn man zur Kennzeichnung der Translation 
ein Zeichen b verwendet, so kennzeichnet dieses Zeichen auch das 
geometrische Bild der Translation, die gerichtete Strecke. 


m 40; 


ois i IB 2% 


Durch Aufeinanderfolge zweier Translationen b, und b, entsteht 
eine resultierende Translation b. Das geometrische Bild für 
die Zusammensetzung zweier Translationen ist die Zusammen- 
setzung zweier gerichteter Strecken in der Art, daß die Strecke D, 
vom Endpunkt von b, aus angetragen wird. b ist dann die Schluß- 
seite des entstehenden Dreiecks, durchlaufen vom Anfangspunkt 
von b, bis zum Endpunkt von p.. Die Zusammensetzung wird 
unter Verwendung des Pluszeichens durch 


—y (1) 


ausgedrückt, weil sie den Charakter einer Summation 
besitzt. Nämlich: 


Lagally. Vektorrechnung 1 
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2 Kapitel 1. Elementare Vektor-Algebra. 


Wenn b, und p, gleichgerichtet sind, geht die Bildung der resul- 
tierenden Translation in eine gewöhnliche Summation über. Auch 
im allgemeinen Falle gilt das kommutative Gesetz: 


Dit D = ibam Di, 


das die Unabhängigkeit der Resultante von der Reihenfolge zum 
Ausdruck bringt, in der die Komponenten, d.i. die Trans- 
lationen b, und b, zusammengesetzt werden (Parallelogramm 
der Bewegungen) (Fig. 1). 
Ferner gilt das assoziative Gesetz: 

(Bez v) aP D = Dieis Mh v3), 
das die Eindeutigkeit der Resultante von mehr als zwei Kompo- 
nenten ausdrückt (Fig.2). Es ist also zulässig, die Summe von 
mehr als zwei Summanden ohne Klammer zu schreiben: 

(Be Da) =F D, = ia DT Ds. 

Wie die Summe zweier Translationen ihr Bild in der Diagonalen 
des Parallelogramms der Bewegungen findet, so wird die Summe 
von drei nicht zu einer Ebene parallelen Translationen durch die 
Diagonale des Parallelepipedes der 
Bewegungen dargestellt. Umgekehrt 
läßt sich jede Translation eindeutig 
in Komponenten nach drei be- 
liebig vorgegebenen, nicht zu einer 
Ebene parallelen Richtungen zer- 
legen (Fig. 3): 

B- i ar aa Or (2) 

Jetzt ist auch die Summe von 
n Translationen 

rk a ei yy 
eindeutig bestimmt. Ihr geometri- 
sches Bild ist die Schlußseite eines Streckenzuges, der 
durch Aneinandersetzen von ngerichteten Strecken b, bis b, ent- 
steht; die Schlußseite ist zu durchlaufen vom Anfangspunkt von d, 
bis zum Endpunkt von Vn. Ist der Streckenzug geschlossen, so ist 
die Summe Null. 

Die Translation, die v rückgängig macht, ist mit —v zu be- 
zeichnen, da die Summe beider Translationen Null ist. Die Bilder 
der Translationen v und —b fallen in dieselbe Gerade; eine Ge- 
rade soll eine Richtung im Raum besitzen, sie kann aber in 


Fig. 3. 


W. CHI.OTO. QDI 
Jol 


§ 1. Begriff des Vektors; Summe von Vektoren. 3 


zweierleiRichtungssinn durchlaufen werden, wovon will- 
kürlich der eine als positiver Richtungssinn festgesetzt und dann 
oft kurz als positive Richtung bezeichnet wird. Es ist also 
— v eine Translation von entgegengesetztem Richtunngssinn (oder 
kürzer entgegengesetzter Richtung) wie v. Damit ist die Diffe- 
renz d,—d, zweier Translationen auf die Summe d,+ (— Y) zu- 
rückgeführt. — 

Die dureh n-malige Wiederholung der Translation v entstehende 
Translation wird mit nv oder vn bezeichnet. Diese zunächst für 
ganzzahlige n eingeführte Bezeichnung läßt sich so verallgemei- 
nern, daß sie für jedes positive oder negative n einen Sinn besitzt; 
man kann dann alle Translationen einer Richtung durch eine 
von ihnen v und eine positive oder negative Maßzahln in der 
Form nv darstellen. 

Für diese Vervielfachung einer Translation gilt das di- 
stributive Gesetz in den beiden Formen 

(m+ n)o = my + no, 
n (0+ ba) = nd, + nb; 
ferner das assoziative Gesetz 
m (nb) = (mn) D = mnv. 

Der Beweis ist geometrisch einfach. 

2. Vektoren. Die zur Veranschaulichung einer Translation ein- 
geführte gerichtete Strecke mit freizuwählendem 
Anfangspunkt wird in der Regel als Vektor bezeichnet. 
Eine derartige Einführung des Begriffes Vektor ist aber nicht ganz 
genügend. 

Das Zeichen p, das bisher dazu gedient hat, die Translation 
und ihr geometrisches Bild, die gerichtete Strecke, zu kennzeichnen, 
soll von nun an zur Bezeichnung eines noch ge- 
nauer zu definierenden Gedankendinges, einer 
„Zahl“ von höherer Art dienen, die geeignet ist, 
die Translation eindeutig zu bestimmen. Diese 
„Zahl“ heißt Vektor. 

Diese Einführung des Vektors schließt die For- 
derung in sich, daß die Zusammensetzung zweier 
TranslationendurchdieAdditionzweier Vektoren 
zum Ausdruck gebracht wird. Es beziehen sich also die 
bisherigen, für Translationen aufgestellten Formeln auf das Rech- 


nen mit Vektoren. 
1 kal 
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Der Vektor ist eine arithmetische Größe, keine 
geometrische. Es ist also unzulässig oder mindestens unzu- 
länglich, den Vektor als gerichtete Strecke zu definieren, 
und zwar auch dann, wenn man das Gesetz der Addition mit in die 
Definition hineinnimmt. Schon Graßmann war sich darüber klar, 
„daß es einen Zweig der Mathemathik geben müsse, der in rein ab- 
strakter Weise ähnliche Gesetze aus sich erzeuge, wie sie in der Geo- 
metrie an den Raum gebunden erscheinen.“ Die Vektoren sind eine 
besondere Art derjenigen „Zahlen“, welche man als komplexe 
Zahlen höherer Art oder als extensive Zahlen bezeichnet. 

Geometrische oder physikalische Größen, die durch Angabe eines 
Vektors bestimmt sind, heißen vektorielle Größen oder 
Vektorgrößen. Solche sind neben der Translation und 
der görichteten Strecke alle Arten von Größen, die den 
Translationen eindeutig zugeordnet werden können und für deren 
Zusammensetzung dieselben Gesetze gelten wie für die der Trans- 
lationen, z. B. Geschwindigkeit und Beschleunigung. 
Auch die Kraft ist nach den Elementen der Statik eine Vektor- 
größe, doch sagt der sie bestimmende Vektor nur über Größe und 
Richtung der Kraft, nicht aber über ihre Angrifislinie etwas aus, 
läßt also ein wesentliches mechanisches Element unbestimmt. 
Daß die Winkelgeschwindigkeit eine Vektorgröße ist, be- 
darf eines Beweises, der den Summencharakter der Resultierenden 
zweier Winkelgeschwindigkeiten klarstellt; gleiches gilt vom 
Drehmoment (Ziff. 13). Dagegen sind z.B. endliche Dre- 
hungen keine Vektorgrößen, denn, obwohl die endlichen 
Drehungen den gerichteten Strecken eindeutig zugeordnet werden 
können, entspricht die Resultierende zweier Drehungen nicht der 
geometrischen Summe der gerichteten Strecken. 

Vektorgrößen werden häufig in ungenauer Weise selbst als Vek- 
toren bezeichnet, z.B. Verschiebungsvektor, Kraftvektor. Nament- 
lich gilt das, wie schon eingangs erwähnt, für das geometrische 
Bild eines Vektors, die gerichtete Strecke; auch im folgenden ist 
der Gebrauch des Wortes Vektor in diesem Sinn zugelassen. Über- 
haupt wird, nachdem einmal die eindeutige Beziehung zwischen 
dem Vektor als Gedankending und seinem geometrischen Bild er- 
kannt ist, wenigstens im ersten Teil des Buches von der geometri- 
schen Anschauung in weitgehendem Maß Gebrauch gemacht und 
der größte Teil der Theorie der Vektoren aus ihrem geometrischen 
Bild entwickelt. 
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Oft ist es nützlich, Vektorgrößen durch gerichtete Strecken dar- 
zustellen, die von einem fest gewählten Anfangspunkt, etwa von 
Ursprung eines Koordinatensystems ausgehen. Bine solche ge- 
richtete Strecke heißt Ortsvektor; sie charakterisiert die Lage 
ihres Endpunktes. Änderseits wird vielfach, z.B. in Kraftfeldern, 
jedem Raumpunkt ein Vektor zugewiesen und als „gebundener“ 
Vektor durch eine von dem Punkt ausgehende gerichtete Strecke 
dargestellt. Ein solcher Vektor heißt Feldvektor. 

Der Gegensatz zwischen freiem und gebundenem Vektor, 
wie er Schon in dem Unterschied zwischen Verschiebungs- und 
Kraftvektor zutage getreten ist, liegt in der Natur der Begriffe, zu 
deren Beschreibung die Vektoren dienen, und bezieht sich nicht 
auf die Vektoren selbst. 

3. Skalare. Maßzahlen und Komponenten. Die Gesamtheit 
aller der Maßzahl nach verschiedenen Translationen in einer 
Richtung ist durch die Gesamtheit aller positiven und negativen 
Zahlen bestimmt. Da diese Maßzahlen den Punkten einer Skala 
(Zahlengerade), etwa den Endlagen eines beliebig angenommenen 
Ausgangspunktes bei allen Translationen in der gewählten Rich- 
tung eindeutig zugeordnet werden können, heißen sie skalare 
Zahlen oder Skalare. 

Geometrische oder physikalische Größen, die durch Angabe des 
numerischen Wertes eines Skalars bestimmt sind, heißen skalare 
Größen; z.B. außer der Gesamtheit der Maßzahlen der Trans- 
lationen in einer Richtung folgende: Teilungsverhältnis, Winkel, 
Zeit, Temperatur, Masse, Potential. 

Alle Vektoren b einer Richtung lassen sich mit Hilfe eines 

vonihnen,desGrundvektorse, 
v, undeinerskalaren(positiven 
oder negativen) Maßzahlx 
in der Form 
DEE (3) 
angeben. 

x Nach (2) läßt sich jeder Vek- 
tor b nach drei beliebig vorgegebe- 
nen, nicht zu einer Ebene parallelen 
Richtungen in Komponenten b, Va, 
b, zerlegen (Fig. 4). Bei Einfüh- 

20, rung dreierin diese Richtungen 

Fig. 4. fallender Grundvektoren a, b, c, 
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der „Basis“, erhält nach (2) und (3) der Vektor die Form 
Dr za Yyb=2c; 4) 


dabei treten drei MaßBzahlen z, y, z auf, die oft auch als K oor- 
dinaten des Vektors bezeichnet werden. Man denkt dabei etwa 
den Vektor v als Ortsvektor aufgetragen; dann sind z, y, z die (im 
allgemeinen schiefwinkligen) Koordinaten seines Endpunkts in 
dem durch die drei vorgegebenen Richtungen bestimmten Koordi- 
natensysteme, wobei als Maßstäbe in diesen Richtungen die Längen 
der Grundvektoren zu gelten haben. 

Zum Unterschied von den Maßzahlen oder Koordinaten des 
Vektors sind die drei Vektoren za,yb,2c die Komponenten 
des Vektors’). — 

Ein Vektor ist durch Angabe dreier Skalare bestimmt, wenn die 
Basis als bekannt vorausgesetzt wird. 

Ein Vektor ist Null, wenn seine Maßzahlen bei Einführung 
irgendeiner Basis Null sind. 

Zwei Vektoren sind gleich, wenn ihre entsprechenden Maßzahlen, 
bei Verwendung derselben Basis, paarweise gleich sind. 

Eine Vektorgleichung ist drei skalaren Gleichungen gleichwertig. 

4. Lineare Beziehung. Aus der Zerlegbarkeit jedes Vektors 
nach drei Grundvektoren folgt, daß zwischen irgend vier 
Vektoren d,, Va d,, D, eine lineare Beziehung von der 
Form (4) 

D, = 0,0, F ND F ND 


besteht; symmetrisch geschrieben 


Pd, +2,04 90; +9,00 
oder 
Sl rn A 
Häufig kann man diese Beziehung in folgender Weise aufstellen: 
Zerlegt man die vier Vektoren b, (»=1, 2, 3, 4) nach drei 
Grundvektoren a, b,c in der Form (4) 


v=ewaty,b+zc w= 1,2,3, 4), 

1) Vielfach werden die Maßzahlen der Komponenten, also die Koordi- 
naten, selbst als Komponenten bezeichnet. Dieses Schwanken der Bezeich- 
nung und ihre Verwendung für zwei verschiedene Begriffe ist in den folgen- 
den Ausführungen vermieden. Nur in Kap. 5 ist bei einigen mechanischen 
3egriffen (z. B. den Wirbel,komponenten“) mit Rücksicht auf den herrschen- 
den Gebrauch eine Ausnahme gemacht. 
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wobei X,, Y», 2, die Koordinaten von v, sind, so ergibt sich durch 
Elimination von a, b, c die gesuchte Beziehung 


D zi M 2 

Da X, Yy 2 = 
y 8) 

De 2% Ya Ës 

D Z Yy & 


Sind drei Vektoren b,, Ds, 


v, einer Ebene parallel (kompla- 


nare Vektoren), so besteht zwischen ihnen eine lineare Be- 
ziehung. Man kann dann nämlich v, in Komponenten zerlegen in 
Richtung b, und b;: 

D = n, D + nD 


oder in symmetrischer Schreibweise: 
(@ = 1,2, 3). (6) 


Sind die drei Vektoren b, wie oben auf eine beliebige Basis a, b. c 
bezogen, so zerfällt (6) in drei skalare Gleichungen 


N 


ann By, UV S 
Aus diesen folgt, wenn die p, von Null verschieden sind, die Ver- 


träglichkeits-Bedingung 


a Yy Ži 
wo N (7) 
Za Ya 23 


als Kennzeichen dafür, daß d,, D}, V, komplanar sind. — 

Daß ebenso zwischen zwei Vektoren gleicher Richtung (kolli- 
neare Vektoren) eine lineare Beziehung besteht, ist schon der 
Inhalt der Gleichung (3). 


§ 2. Skalares Produkt. 

5. Betrag eines Vektors; Einheitsvektor. Um zu Produktbil- 
dungen von Vektoren zu gelangen, kann man sich des geometri- 
schen Bildes der Vektoren, der gerichteten Strecken, bedienen. 

Die 3 Skalare, welche eine gerichtete Strecke bestimmen, können 
in verschiedener Weise gewählt werden. Z.B. läßt sich die ge- 
richtete Strecke durch die rechtwinkligen Koordinaten ihres End- 
punkts in einem Koordinatensystem bestimmen, dessen Scheitel in 
den Anfangspunkt der Strecke fällt. Oder die gerichtete Strecke 
kann durch Angabe zweier Winkel, welche ihre Richtung und ihren 
Richtungssinn bestimmen, etwa geographische Länge und Breite, 
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und durch Angabe ihrer stets positiv genommenen Länge, ihres 
Betrags, festgelegt werden, wie das zur Bestimmung der magne- 
tischen Feldstärke im Erdfeld durch Deklination, Inklination und 
Intensität gebräuchlich ist. 

Ein Vektor vom Betrag Eins heißt Einheitsvektor. 
Jeder Vektor läßt sich als Produkt aus seinem Betrag und einem 
Einheitsvektor darstellen, der mit dem Vektor nach Richtung und 
Richtungssinn übereinstimmt. Vielfach ist es gebräuchlich, jedoch 
nicht allgemein durchführbar, einen allgemeinen Vektor mit gro- 
Bem, den zugehörigen Einheitsvektor mit dem entsprechenden 
kleinen deutschen Buchstaben zu bezeichnen (X und a); den Be- 
trag mit W| oder mit lateinischem Buchstaben (a). Dann wird die 
Produktdarstellung 

=| Hja 
oder 
H= aN (8) 

Diese Gleichung (8) reicht weniger weit als die ähnlich gebaute 
Gleichung (3), insofern als Grundvektor in (8) ein Einheitsvektor 
auftritt und als Maßzahl der stets positive Betrag. 

6. Einführung des skalaren Produkts. Bezeichnet man die 
Länge zweier Vektoren XA und $ mit a und b und ihren Winkel mit 
ð (Fig. 5), so heißt 


YU-B=abcosd (9) 

das skalare Produkt der beiden Vektoren; gelesen: A Punkt ®. 
£ I 
£ i 
b | 
o i 

a Far 4 
Fig. 5. Fig. 6. 


Das so definierte skalare Produkt zweier Vektoren ist das Pro- 
dukt aus der Länge des einen Vektors und der Projektion des an- 
dern auf ihn. Ist der eine der Faktoren ein Einheitsvektor a, so ist 

a -B — b cos Ò 
die Projektion des zweiten Vektors auf die durch den Einheits- 
vektor bestimmte Richtung (Fig. 6). 

Der heuristisch eingeführte Ausdruck (9) ist von der Basis un- 

abhängig, also invariant gegenüber einem Wechsel der Basis, 
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und besitzt ähnliche Eigenschaften wie das Produkt zweier skalarer 
Zahlen. 


Es gilt nach (9) das kommutative Gesetz 
U-BEB-A 
und das assoziative Gesetz in Verbindung mit der Multiplikation 
mit einem Skalar: 


MA) B — n(A Y) =nA H; 


ferner folgt aus dem Projektionssatz die Gültigkeit des distri- 
butiven Gesetzes: 


ABLO-ABLAE. 


Anderseits bestehen zwischen den Gesetzen der skalaren Multi- 
plikation der Vektoren und der gewöhnlichen Multiplikation ska- 
larer Zahlen tiefgreifende Unterschiede: Es existiert kein skalares 
Produkt von mehr als zwei Faktoren, also kommt ein assoziatives 
Gesetz für die skalare Multiplikation selbst nicht in Frage. Ferner 
genügt die Kenntnis des Produktes und des einen Faktors nicht 
zur eindeutigen Bestimmung des anderen; es gibt keine Divi- 
sion als Umkehrung der skalaren Multiplikation. Ist ein skalares 
Produkt Null, so folgt daraus nicht mit Notwendigkeit das Ver- 
schwinden des einen Faktors; es kann ein skalares Produkt auch 
dadurch Null werden, daß cos#=0 ist, also die beiden Vektoren 
aufeinander senkrecht stehen. 

DieBedingungdesSenkrechtstehens zweier Vektoren 
A und B, deren Beträge von Null verschieden sind, ist 


AV-B—0,. (10) 


Wenn X und 3 gleiche Richtung und gleichen Richtungssinn 
haben, reduziert sich das skalare Produkt der Vektoren auf das 
Produkt ihrer Beträge 

AU-B—al. 


Das skalare Produkt eines Vektors mit sich selbst ist das Qua- 
drat seines Betrags') 


Y-A—aR; (11) 
A|=YA-N. da) 
1) Die vielfach gebrauchte Bezeichnung X - y = Y° wollen wir vermeiden, 


weil eine Erweiterung dieser Bezeichnung für höhere Potenzen von X nach 
der Definition des skalaren Produkts unmöglich ist. 


also der Betrag 
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Für das skalare Produkt zweier Einheitsvektoren, bzw. eines 
Einheitsvektors mit sich selbst gilt [vgl. (9), (11)] 

a-b=cos%#, (12) 

ara =1. (13) 


Die Einführung des skalaren Produktes kann als Ausgangspunkt 
für die Einführung der metrischen Beziehung in die 
Rechnung und für die Möglichkeit der Längenvergleichung von 
Strecken verschiedener Richtung dienen. 

7. Auftreten des skalaren Produkts in der Mechanik. Wie 
schon in Ziff. 2 erwähnt, ist die Kraft eine Vektorgröße. 

Wenn der Angriffspunkt einer Kraft & (vom Betrag K) in Rich- 
tung eines Einheitsvektors 3, der mit der Kraftrichtung den Winkel ò 
bildet, um eine Strecke s verschoben wird, so ist 

Keosd—= 8.3 
die Maßzahl der in die Richtung 3 z 
fallenden Komponente von $ und 
A—Kscosd—R-6 (1) “4 
die Arbeit der Kraft auf dem Wege 
S=s3 (Eir. 7). 


[3 


Fig. 7. Fig. 8. 


8. Ein Dreibein als Basis. Es soll jetzt das skalare Produkt 
zweier Vektoren bestimmt werden, wenn ihre Maßzahlen (Koordi- 
naten) in einem rechtwinkligen Koordinatensystem gegeben sind. 
Dieses soll ein Rechtssystem sein (Fig.8): Denkt man sich 
die positive x-Achse auf dem kürzesten Wege, d.h. über den 
Winkel von 90° in die positive 4-Achse gedreht, so soll die positive 
2-Achse nach der Seite hin verlaufen, von der aus die Drehung 
positiv, d.h. der Uhrzeigerbewegung entgegengesetzt erscheint. 
Die Drehung der z- gegen die 4-Achse und die Fortschreitung in 
Richtung der 2-Achse bestimmen zusammen eine Rechtsschraube. 

Als Grundvektoren werden drei Einheitsvektoren i, j, É 
in Richtung der positiven z, y, 2-Achse gewählt. Ein System von 
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drei, paarweise auf einander senkrechten Einheitsvektoren heißt 
Dreibein. 
Für die skalaren Produkte je zweier Einheitsvektoren i, j, f eines 
Dreibeins gilt [nach (10), (13)] 
a0 — — 
1 ei — 
Wird ein Vektor in die Form 
r=is+jy+ tz 
gesetzt, so sind die Maßzahlen z, y,z die rechtwinkligen Koordina- 
ten seines Endpunktes, wenn r als Ortsvektor aufgetragen wird. 
Das skalare Produkt zweier Vektoren 
Wia ia baa 
B — tb jO: T t0; 
nimmt nach (15) unter Benützung des assoziativen Gesetzes folgen- 
den Wert an: 


(15) 


A. B — a, bi + aab + azb = 2a, b,. (16) 
Die Bedingung dafür, daß Y und B auf einander senkrecht stehen, 
a abetan tai (17) 
Das skalare Produkt des Vektors A mit sich selbst, also das 
Quadrat seines Betrages, ist 
M. A= at= a, H a H a", 

der Betrag selbst ist 
a | w= | Va’+ a? 
In dieser Formel liegt derpythagoräische Lehrsatz. — 


Der Winkel zweier Vektoren X und ® bestimmt sich nach (9) unter 
Benützung von (16) und (18) aus 


(18) 


tra career 
| Va’ +a + Qg” | Vb°+ b+ bs? | 

Diese Formeln sollen jetzt für Einheitsvektoren spezialisiert 
werden. Die Koordinaten eines Einheitsvektors sind nichts anderes 
als seine Richtungscosinus. Sind also 


(18) 


a = i cosa, + jcosa: F teosas, 
b = icos fı + j cos ba + Ecos ps 
zwei Einheitsvektoren, so ist 
a- b = cos 2 = cos a, cos f, + cos a, cos fa + cos ag cos Ês. (19) 
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Das skalare Produkt eines Einheitsvektors a mit sich selbst ist 
aa=1=cos’a, + cos’a,—+ cos?a,. (20) 


Diese Gleichung drückt den bekannten Satz aus, daß die Summe 
der Quadrate der drei Richtungscosinus einer Geraden gleich 1 
ist. — 

Aus einem beliebigen Vektor A läßt sich nach (18) der Einheits- 
vektor seiner Richtung abspalten durch Division mit seinem Betrag 


VET © Bene 
(Va F aF a’. 


9. Formeln für Drehung des Koordinaten-Systems und Spie- 
gelung. Zwischen den Achsen zweier rechtwinkliger Koordinaten- 
2 systeme z, y, z mit den Einheits- 

vektoren i, j, f und Z, 7, Z mit den 

Einheitsvektoren i, j, Í (init gemein- 

samem Anfangspunkt) treten 9 Win- 

kel auf, deren Cosinus die skalaren 

Produkte je zweier Einheitsvektoren 

sind. Es heiße (in der Figur 9 nur 
Í zum Teil eingetragen) 


`j 


= OOB day Cet == 00E ay 
sii —-C08ß,, t-j= cos ß,; (21) 
I= cosy -f= cos ys. 


T 4 
Fig. 9. j=cosß,, j 
i-T—c087,, I 


Zwischen diesen 9 Richtungscosinus bestehen [nach (19), (20)] 
4 Gruppen von je 3 Gleichungen von der Form 


cos?a, + cos?a,+ cos, = 1, 
COBS2ar t COs a F cos — 1, (22) 
cosa, Cos f; -F Cosa,Cc0sß,;-+ COSas cos h = U, 
COS a, COS a, -+ Cos ß, COs Pa T Cos y; Cos ya 0, 


von denen die ersten i,j, É, i, j, £ als Einheitsvektoren charakteri- 
sieren und die lletzten die beiden Koordinatensysteme als recht- 
winklig. 

Von den 9 Winkeln würden 3 genügen, um die Lage der beiden 
Systeme gegeneinander zu bestimmen; es müssen also 6 Gleichun- 
gen zwischen den 9 Winkeln bestehen. Von den 12 Gleichungen 
(22) sind infolgedessen (höchstens) 6 voneinander unabhängig und 
die andern 6 eine Folge von ihnen. — 

Da die Maßzahlen eines Einheitsvektors seine Richtungscosinus 
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sind, lassen sich de Transformationsformeln für die 
Einheitsvektoren sofort hinschreiben: (23a) 


i= i cos q + j cos a, + Ë cos ap, i=icosa, + jcosß, + feosy,, 
j=icosß, + icos f, + Leos ß,,\i=icosa, + jeosß, + Fcosy,, 
T= i cosy, +j cosy, + tcos ys, | E= icosa, +Ï cos, + Fcos>,. 
Um auch die Transformationsformeln für die Ko- 


ordinaten zu erhalten, bemerkt man, daß ein beliebiger Orts- 
vektor r in der doppelten Form 
ic+y+k=is+jg+lz 

geschrieben werden kann. Multipliziert man diese Gleichung skalar 
nacheinander mit i, j, Ë, dann mit i,j, É, so erhält man ein System 
von Gleichungen, die genau so gebaut sind wie die 
Transformationsformeln (23a) für die Einheits- 
vektoren: (23b) 
Z= x Cos a, F Y Cosa, + Z cosas, |x= T cos @ + 9 cosp, HZ cosy, 
g = x cos f1 + y cos ba + z cos fg, | Y = Z cos ax + Y cos ba + Z COS Ya, 
Z = L C08 Y, F Y COS Ya + Z COS Yg, | z = Z Cos a, + Y cos bz + Z Cos Yg. 


Damit sind sämtliche Transformationsformeln gewonnen ohne 
Benutzung der aus der Determinantentheorie bekannten Eigen- 
schaften der orthogonalen Transformation. 

Die Transformationsdeterminante 

cosa, COSA, COSQ, 
D=|cosß, cosßf, cosß, 
cOSY, COSY COSY 


ist übrigens leicht zu berechnen. Man bildet zunächst nach dem 
Laplaceschen Multiplikationssatz der Determinanten unter Be- 
nutzung von (22) ihr Quadrat: 


I Wo 
27) a al 
Von 
Also ist 
Mar il: (24) 


Beide Fälle treten ein; die orthogonalen Transformationen zer- 
fallen in 2 Arten. Für die der ersten Art ist D= +1; sie bilden 
eine Gruppe. Jede von ihnen kann durch kontinuierlichen Über- 
gang aus der Identität Z= x, Y = Yy, Z=z erhalten werden, die 
ebenfalls die Determinante D= + 1 besitzt und also zur Gruppe 
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gehört. Geometrisch stellen sie die Drehungen des Koordinaten- 
systems dar. 

Für die orthogonalen Transformationen der zweiten Art ist 
D=-—-1; die Aufeinanderfolge zweier von ihnen gibt eine Trans- 
formation mit der Determinante + 1; sie bilden also für sich allein 
keine Gruppe, sondern nur mit der Gruppe der Drehungen zu- 
sammen. Ein Beispiel läßt die geometrische Bedeutung erkennen: 
z= x; =y; Z=—2z gibt die Spiegelung des Koordinaten- 
systems an der z, y-Ebene; das Rechtssystem z, y, z geht dabei in 
ein Linkssystem Z, 9%, Z über. So kann jede Transformation der 
zweiten Art durch Umkehrung einer Achsenrichtung des Koordi- 
natensystems in eine Drehung und eine Spiegelung an einer Ko- 
ordinatenebene zerlegt werden. 

Jede Transformation der zweiten Art führt ein Rechtssystem in 
ein Linkssystem über, während jede Transformation der ersten Art 
den Charakter des Koordinatensystems aufrecht erhält. 

10. Invarianz des skalaren Produkts. Wie bereits Ziff. 6 her- 
vorgehoben wurde, ist das skalare Produkt U - B zweier Vektoren U 
und $ seiner geometrischen Definition zufolge eine vom Ko- 
ordinatensystem unabhängige, invariante Größe. 

Darüber hinaus zeigt auch der analytische Ausdruck für das ska- 
lare Produkt einen vom Koordinatensystem unabhän- 
eigen Aufbau aus den Maßzahlen von X und B, wenigstens 
wenn man sich wie bisher auf rechtwinklige Koordinatensysteme 
beschränkt und als Basis je ein mit dem Koordinatensystem ver- 
bundenes Dreibein verwendet. 

Die beiden Vektoren A und © seien bezogen auf zwei recht- 
winklige, also durch Drehung oder Spiegelung ineinander 
überführbare Koordinatensysteme: 


Y=ia+jy,+ta,=ia+j%+ iā; 
B= ib + iba + tb = ib +ib, + tb. 
Dann ist das skalare Produkt, für beide Koordinatensysteme ge- 
bildet, 


A- B= a,b, + aabo + azb = ã b, + ã, b, + äs bz; (25) 


bei der Berechnung hat man die skalaren Produkte je zweier Ein- 
heitsvektoren 1, Í, f ebenso nach (15) zu bilden wie die von i. į, É. 

Anderseits kann die Invarianz des Ausdrucks a, b, + azb, + a,b, 
auch als unmittelbare Folge der orthogonalen Transformation be- 
trachtet werden. Setzt man nach (23b) 
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a,=ä, cosa,—+ d, cos fi + äg COS Y4, 

d = Ñ, COS ay + Öz COS fa F d, COS Y2, 

d = ñ, COS ag + Ü, COS fg + A, COS 73; 
und ebenso = È 

b, =b, cos a, + by cos, + bs cos 73, 

b 


b, = b, cos a; + b, cos fs + b; cos 73> 


so erkennt man im Hinblick auf (23a) und (23b), daß der Aufbau 
des Ausdrucks a,b, T a,d,+ azb; durch die orthogonale Transfor- 
mation ebensowenig geändert wird wie der des Ausdrucks 
ix+jy+ftz, da die Einheitsvektoren durch dieselben 
Gleichungen transformiert werden wie die Koordi- 
naten. 

Aus der Invarianz des skalaren Produkts folgt die Invarianz 
der Längen und Winkel, da diese durch skalare Produkte 
ausdrückbar sind. 

11. Die Eulerschen Winkel. Der Übelstand, daß sich unter den 
9 Richtungscosinus der Winkel, welche von den Achsen zweier 
rechtwinkliger Koordinatensysteme gebildet werden, 6 überzählige 
befinden, läßt sich in verschiedener Weise beseitigen. Eine von 
Cayley angegebene Methode, die Bedingungsgleichungen (22), 
die zwischen den 9 Ko- 
effizienten einer orthogo- 
nalen Transformation be- 
stehen, durch rationale 
Funktionen dreier Para- 
meter zu erfüllen, kommt 
später (Ziff. 152) zur 
Sprache. Jetzt soll ein 
von Euler angegebener 
Weg begangen werden, 
die beiden Koordinaten- 
systeme durch drei geeig- 
net gewählte Winkel ge- 
geneinander festzulegen 
(Fig. 10). 

Die beiden Koordina- 
tensysteme seien wie bis- 
her mit 2, %,2 und Z, 7, 2, die zugehörigen Einheitsvektoren mit i, j, Í 
bzw. i, j, bezeichnet. Die Ebenen x. y und Z, 7 mögen sich in der 


Fig. 10. 
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„Knotenlinie“ K, deren positiver Richtung ein Einheitsvektor t, zu- 
gehören soll, unter dem Winkel # schneiden. Der Winkel der x-Achse 
mit der Knotenlinie sei p, der der Knotenlinie mit der &-Achse y. 
Die gegenseitige Lage der beiden Koordinatensysteme ist durch die 
3Eulerschen Winkel’, p, w bestimmt. 

Um die Bestimmung eindeutig zu machen, muß die Definition der 
3 Eulerschen Winkel verschärft werden. Beide Systeme sind als 
Rechtssysteme vorausgesetzt. Der Winkel & ist positiv zu rechnen, 
wenn die Drehung der x-Achse in die Knotenlinie von einem Punkt 
der positiven 2-Achse aus positiv erscheint: der Winkel w ist posi- 
tiv, wenn die Drehung der Knotenlinie in die Z-Achse von einem 
Punkt der positiven Z-Achse aus positiv erscheint: der Winkel # 
ist positiv, wenn die Drehung der 2-Achse in die Z-Achse von einem 
Punkt der positiven Knotenlinie aus positiv erscheint. 

Man bemerkt, daß sich die Drehung des Systems x, y. z mit dem 
Dreibein i, j, Ý in das System Z, 7, Z mit dem Dreibein i, Í, Ë durch 
eine Aufeinanderfolge dreier einfach zu beschreiben- 
der Drehungen bewerkstelligen läßt. 

1. Eine Drehung mit dem Winkel 9 um die 2-Achse führt das 
Dreibein i,j, É in ein Dreibein t,, t,, É über, wo t, wie erwähnt, 
der Einheitsvektor der Knotenlinie ist, t, in der =, y-Ebene auf 
der Knotenlinie senkrecht steht. Die zugehörigen Transformations- 
formeln sind: 

t,=icose + ising 
,=—isinpg+jcosp 
= f: 

2. Eine Drehung mit dem Winkel ð um die Knotenlinie führt das 
Dreibein t, t,, Ë in ein Dreibein t,, tẹ, É über, wo t, in der Z, Y-Ebene 
auf der Knotenlinie senkrecht steht. Die zugehörigen Transforma- 
tionsformeln sind: 

Dh, 
t= t cos Ò + Esin® 


= — t, sin ð + t cos ®. 


I 


3. Eine Drehung mit dem Winkel y um die -Achse führt das 
Dreibein t,, tę, É in das Dreibein i, j, Ý über. Die zugehörigen Trans- 
formationsformeln sind: 


i= t, cos y + tsin y 


in sin y + t; cosy 


i= 
If. 
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Durch Elimination von t, t,, t aus den Transformationsformeln 
erhält man sofort die Transformationsformeln für die Einheits- 
vektoren beider Koordinatensysteme: 


i = i [cos p cos y — sin p cos Ò sin y] (26) 
+ j [sin @ cos y + cos p cos ® sin y] + É sin # sin y 
j =i [— cos g sin y — sin p cos d cos y] 
+j [— sin g sin y + cos g cos Ŷ cos y] + É sin d cos y 
f= isin ọsin ® — j cos p sin e + f cos ®. 


Aus diesen Gleichungen läßt sich durch Vergleich mit (23a) das 
Schema der 9 Richtungscosinus ablesen; man kann also auch durch 
Transposition die inversen, d.h. nach i, j, £ aufgelösten Formeln 
und nach (23b) die ebenso gebauten Formeln für die Transforma- 
tion der Koordinaten sofort erhalten. 

Von allen diesen Formeln sei nur eine, die später gebraucht 
wird, als Beispiel angeschrieben: 


f=isindsiny-+ jsindcosy-+ f cos ®. (26') 


§ 3. Vektorprodukt. 


12. Einführung des Vektorprodukts. Unter dem Vektor- 
produkt zweier Vektoren X und 3 versteht man den Vektor, 
dessen Betrag zahlenmäßig gleich dem Flächeninhalt des durch die 
beiden Vektoren bestimmten Parallelogramns ist und der auf der 
Ebene des Parallelogramms in der Weise senkrecht steht, daß von 
seiner Spitze aus die kürzeste Drehung von AV nach $ im positiven 
Sinn erscheint; d. h. X, 8 und der Produktvektor sollen ein Rechts- 
system bilden. Ist c ein Ein- 
heitsvektor in der angegebenen 


Richtung, so ist das Vektor- + 
produkt 5 
C=-AXB-aubsinde. (27) |, g 


Vielfach bezeichnet man das 
durch M und $ bestimmte orien- 
tierte Parallelogramm als Plan- 
größe, den Vektor © als ihre 
Ergänzung (Fig. 11). Fig. 11. 

Die vektorielle Multiplika- 
tion, die ebenso wie die skalare heuristisch eingeführt ist, kann als 


eine Erweiterung der Berechnung des Flächeninhalts eines Rechtecks 
Lagally, Vektorrechnung. 2 
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aus seinen Seiten angesehen werden. Für das Vektorprodukt eilt 
[nach (27)] das assoziative Gesetz in Verbindung mit der Muiti- 


plikation mit einem Skalar: 


Grundriß, 


= 


ax 
Z 


fe 
S 


DaT o 


TXS E rA D EAX D. 


Fig. 12a. 


EtL) 


£' 
Fig. 12b. 


[44 
> LH 
EIL 
£ 


Ferner gilt das distributive 
Gesetz (28) 
AXBTZOHZAXBIAXE. 


Der Beweis soll geometrisch ge- 
führt werden (Fig. 12). Wir den- 
ken uns von einem Punkt O aus- 
gehend drei Vektoren X, 8, ©, die 
ein Parallelepiped bestimmen. Die 
Seitenfläche ®, € soll als Grurd- 
fläche betrachtet werden; durch 
ihre von O ausgehende Diagonale 
B -+E und durch X ist eine Dia- 
gonalebene des Parallelepipeds 
bestimmt. 

Wir denken uns weiter das Par- 
allelepiped durch eine Lotebene 
zu A geschnitten. Die Schnittfigur 
ist ein Parallelogramm, dessen 
Seiten mit Y und €’ bezeichnet 
werden sollen; dann sind die Län- 
gen der Seiten X’ und €’ und der 
Diagonale W+ €’ den Flächen- 
inhalten der Seitenflächen A, H 
und A, € und der Diagonalebene 
A, (B X ©) des Parallelepipeds pro- 
portional. 

Jetzt betrachten wir die drei 
Vektorprodukte AXB, AXE 
und AX(8+6); die sie dar- 
stellenden Vektoren stehen auf 
den Seitenflächen A, B und A, © 
und der Diagonalebene X, (B +E) 


bei gleichem Drehsinn senkrecht; ihre Längen sind den Flächen- 
inhalten proportional. Mithin bestimmen A X B und AXE ein 
Parallelogramm, das der Schnittfigur Y’, €’ ähnlich ist und dessen 
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Diagonale A X (X + ©) ist. Damit ist das distributive Gesetz (28) 
bewiesen, da die Diagonale des Parallelogramms die Summe zweier 
Seiten ist. 

Die wichtigsten Unterschiede, welche zwischen den Gesetzen der 
vektoriellen Multiplikation der Vektoren und der gewöhnlichen 
Multiplikation skalarer Zahlen bestehen, sind folgende: 

An Stelle des kommutativen Gesetzes tritt das alternative 
Gesetz: 

A XB=— BXA, (29) 


weil sich bei Vertauschung der Faktoren X und $ die Richtung des 
Produktvektors umkehrt. 

Die Kenntnis des Produktes und des einen Faktors (eines auf 
dem Produktvektor senkrechten Vektors) genügt nicht zur eindeu- 
tigen Bestimmung des anderen; es gibt keine Division als 
Umkehrung der vektoriellen Multiplikation. Insbesondere kann 
auch ein Vektorprodukt verschwinden, ohne daß ein Faktor ver- 
schwindet. Das ist der Fall, wenn sin =Q ist, die beiden Vek- 
toren also parallel (kollinear) sind. Die Bedingung des 
Parallelismus zweier Vektoren mit von Null verschiedenem 
Betrag ist also 

I pa = D, 


Das Vektorprodukt eines Vektors mit sich selbst verschwindet: 
AAN (29°) 


Es ist noch zu bemerken, daß dreifache Vektorprodukte existie- 
ren, daß aber für sie das assoziative Gesetz nicht gilt; d.h. 


A X (B X €) F AXB) XE. 


Man überzeugt sich hiervon am einfachsten an einem Beispiel. 
Setzt man B = A, so verschwindet die rechte Seite der Un- 
gleichung, während die linke von Null verschieden ist, wenn nicht 
auch & zu U kollinear ist. 

13. Mechanische Anwendungen. a) Moment einer Kraft. 
Wenn von einem starren Körper ein Punkt O festgehalten wird 
und in einem Punkt P mit dem von O ausgehenden Ortsvektor r 
eine Kraft & unter dem Winkel gegen t angreift, so entsteht ein 
Drehmoment vom Betrag rKsin®, dessen Achse auf der Ebene 


von r und & senkrecht steht und dessen Drehsinn mit dem posi- 
9+ 
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tiven Sinn des Winkels # übereinstimmt. Es liegt daher nahe, das 
Drehmoment durch einen Vektor (Fig.13) 


M=r XR (30) 


zu repräsentieren, dessen Richtung in die Drehachse fällt und mit 
dem Drehsinn des Moments eine Rechtsschraube bildet. Die Be- 
rechtigung für diese Darstellung ergibt sich daraus 
m daß die Zusammensetzung zweier Momente durch 

Addition der sie darstellenden Vektoren geschieht. 
Zum Beweis bemerken wir, daß man, um ein ge- 
= gebenes Moment hervorzubringen, den Angriffspunkt 
in der auf der Achse des Moments 
senkrechten Ebene durch O be- 
liebig wählen kann; die Kraft ist 
damit bestimmt. Man kann also 
zwei Momente M, und M, um 
verschiedene Achsen dadureh 
hervorrufen, daß man geeignete 
Kräfte ft, und 8, an einem und 
Fig. 13. demselben Punkt r der Geraden 
angreifen läßt, welche auf den 

Achsen beider Momente senkrecht steht. Sind 


M =rX R, M, =rXxX R, 


die Momente der beiden Kräfte ft, und &,, so ist 


N = E a io] 


das Moment ihrer Resultierenden. Nach dem distributiven Gesetz 


(28) ist dann 
M = M, a, M,, 


womit der Nachweis für den Vektorcharakter des Moments er- 
bracht ist. 

b) Tangentialgeschwindigkeit. Eine Winkelge- 
schwindigkeit soll versuchsweise durch einen Vektor u in 
Richtung der Drehachse dargestellt werden, dessen Betrag u gleich 
dem Betrag der Winkelgeschwindigkeit ist und der mit der Um- 
laufsrichtung zusammen eine Rechtsschraube bestimmt. Dann be- 
sitzt irgendein Punkt mit dem ÖOrtsvektor r, gemessen von einem 
beliebigen Punkt der Drehachse aus, eine Tangentialgeschwindig- 
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keit vom Betrag ursin (u,r) und die Tangentialgeschwindigkeit 
als Vektor wird (Fig. 14) 
VE (31) 


Die Berechtigung für die Einführung des Vektors u wird nach- 
gewiesen, indem man wieder unter Verwendung des distributiven 
Gesetzes (28) zeigt, daß 
die Zusammensetzung A 
zweier Winkelgeschwin- 
digkeiten durch die Addi- 
tion der sie darstellenden 
Vektoren geleistet wird. 

Ein Beispiel für den 
Vektorcharakter der Win- 
kelgeschwindigkeitbietet 
die kinematische Theorie 
des Foueaultschen 
Pendels (Fig. 15), die 
trotz ihrer mechanischen 0 
Unzulänglichkeit sehr in- 
struktiv ist. 

Die Drehgeschwindigkeit der Erde 
ist durch einen Vektor u gegeben, der 
die Richtung der Erdachse SN besitzt 
und dessen Betrag 


2x 


N ist. 


aan 
In einem Punkt P der Erdober- 
tlächemitdergeographischen Breite 
läßt sich u in zwei Komponenten in 
Richtung des Erdradius und der Me- 
ridiantangente zerlegen, deren Maß- 
zahlen «sing und “u coso sind. Ein 
in Pbefindlieher Beobachter bemerkt 5 
vonderDrehungeinesstarren Körpers Fig. 15. 
in der Umgebung von P, der mit der 
Erde fest verbunden ist, nichts. Wenn sich in der Umgebung von 
P ein Pendel befindet, so bewegt sich seine Schwingungsebene nicht 
wie ein mit der Erde fest verbundener Körper; sie ist vielmehr 
nieht gezwungen, die Drehung um den Erdradius mitzumachen. 
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Der Beobachter in P bemerkt eine (scheinbare) Drehung um den 
Erdradius vom Betrag 


are RE 
t= usino = n? 


in entgegengesetzter Richtung. Die Umlaufszeit des Foucault- 


schen Pendels ist 
p2" 24" 
er 


14. Geometrische Anwendung. Plangröße. Bei der Bildung 
des Vektorprodukts zweier Vektoren X und B wurde der Begriff 
der Plangröße eingeführt. Unter Plangröße soll in etwas all- 
gemeinerer Weise ein ebenes Flächenstück verstanden werden, 
dessen Berandung ein bestimmter Umlaufssinn zugewiesen wird. 
Ihm wird als Ergänzung ein Vektor zugeordnet, dessen Betrag 
gleich dem Inhalt des Flächenstücks ist und dessen Richtung in 
diejenige Normalenrichtung des Flächenstücks fällt, die mit dem 
Umlaufssinn eine Rechtsschraube bestimmt. Damit ist auch für 
den eingangs angeführten Fall des Parallelogramms der Umlaufs- 
sinn festgelegt. 

Alle Plangrößen gelten als gleich, welche in parallelen Ebenen 
liegen, gleichen Flächeninhalt und gleichen Umlaufssinn besitzen. 
Bei Umkehrung des Umlaufssinns ändert sich das Zeichen der 
Plangröße. 

Um den Vektorcharakter der Plangrößen nachzu- 
weisen, muß gezeigt werden, daß als Summe zweier Plangrößen 

5 9% und %. diejenige 
Plangröße % aufzufas- 
sen ist, deren Ergän- 
zung die Summe der Er- 
gänzungen von %; und 
Fist. Hierzu formt man 
die Plangrößen $, und 
Fe so um, daß sie die 
Gestalt zweier Recht- 
ecke annehmen, die in 
der Schnittlinie ihrer 
beiden Ebenen in einer 
Kante von der Länge 1 
aneinanderstoßen (Fig. 16). Die Länge der beiden anderen Recht- 
ecksseiten stimmt dann zahlenmäßig mit dem Inhalt der Rechtecke 
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überein. Dann erkennt man sofort, daß die dritte Seite des durch 
die beiden Rechtecke bestimmten geraden Prismas die Summe der 
beiden Plangrößen %, und %; ist, denn das von den Ergänzungen 
der drei Prismenseiten gebildete Dreieck ist kongruent zu dem 
Querschnitt des Prismas und geht 
durch eine Drehung um 90° daraus 
hervor. — 

Satz überdie Oberfläche 
eines Polyeders: Drei Vekto- 
ren X, B, €, die von einem Punkt 
O ausgehen, bestimmen ein allge- 
meines Tetraeder. Die vier Sei- 
tenflächen sollen als Plangrößen 
aufgefaßt und so orientiert wer- 
den, daß ihre Normalen nach 
außen gehen. Dann ist die Summe 
der drei in O zusammenstoßenden Plangrößen (Fig. 17): 


KAKXKBIBKECHEXW 
die vierte Plangröße ist 
FA-SKC-W-SAUXEC-BXEHIKW. 


Also ist die Summe aller vier Plangrößen, oder dieorientierte 
Oberfläche des Tetraeders Null. 

Ebenso ist die orientierte Oberfläche eines jeden 
geschlossenen Polyeders Null. Um den Satz für ein kon- 
vexes Polyeder zu beweisen, zerlegt man es von einem inneren 
Punkt aus in dreiseitige Pyramiden. Die Summe der Oberflächen 
aller dieser Tetraeder ist Null. Aus der Summe fallen alle nicht der 
Oberfläche des Polyeders angehörenden Seitenflächen heraus, weil 
jede von ihnen zweimal und zwar in beiden Orientierungen vor- 
kommt. 

Für ein nicht konvexes Polyeder bedarf der Beweis nur einer 
geringfügigen Änderung. 

Dieser Satz läßt eine einfache mechanische Deutung zu. 
Ein Polyeder soll in eine Flüssigkeit getaucht und an seiner Ober- 
fläche überall dem gleichen spezifischen Druck ausgesetzt sein. 
Dann wird der Druck auf jede Seitenfläche durch die Ergänzung 
der Plangröße gemessen: der resultierende Druck auf die gesamte 
Oberfläche ist also Null. 


Fig. 17. 
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Zerlegung einer Plangröße in Komponenten: 
Wenn man in einem beliebigen Tetraeder die Seitenflächen derart 
orientiert, daß drei Normalen nach innen gehen, die vierte nach 
außen, so ist die vierte Plangröße die Summe der drei anderen. 
Damit ist eine Plangröße in Komponenten nach drei vorgegebenen 
Ebenen zerlegt. 

Betrachtet man ein Tetraeder mit einer rechtwinkligen Ecke und 
nimmt die aufeinander senkrechten Kanten als Achsen eines Ko- 
ordinatensystems, so sind die in die Koordinatenebenen fallenden 
Seitenflächen die Komponenten der vierten Seitenfläche. 

Jede Plangröße wird also in Komponenten nach drei aufeinander 
senkrechten Koordinatenebenen zerlegt, indem man sie in diese 
Ebenen projiziert, während gleichzeitig ihre Ergänzung durch Pro- 
jektion auf die drei Koordinatenachsen in die entsprechenden 
Komponenten zerlegt wird. 

15. Volumen eines Zylinders. Ist die Grundtläche eines (schie- 
fen) Zylinders (oder Prismas) durch die Plangröße $$. eine Mantel- 
linie durch den Vektor © 
gegeben, so gibt das ska- 
lare Produkt 

O= (32) 


das Volumen des Zy- 
linders (oder Prismas) 
(Fig. 18). 

Um das zu beweisen, 
tragen wir die Ergän- 
zung der Plangröße % 
als Vektor auf; dann ist 

R-S=Fscos#. 
wenn F den (positiven) 
Flächeninhalt der Grundfläche, s die Länge einer Mantellinie, d den 
Winkel zwischen der Ergänzung #$ und einer Mantellinie © bedeuten. 
Sei ferner h die Höhe des Zylinders, so ist 

sc0s#®—=-h, 
3. S=-+Fh. 

Die rechte Seite ist der aus den Elementen bekannte Ausdruck 
für das Volumen eines Zylinders, und zwar mit positivem oder 
negativem Vorzeichen, je nachdem die Ergänzung % mit der Mantel- 


Fig. 18. 


also 
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linie einen spitzen oder stumpfen Winkel einschließt, je nachdem 
also der Umlaufssinn der Plangröße % mit dem Richtungssinn des 
Vektors © eine Rechts- oder Linksschraube bestimmt. 

16. Ein Dreibein als Basis. Sind i, j, É die Einheitsvektoren 
eines Dreibeins in Richtung der z, y, 2-Achse des als Rechtssystem 
vorausgesetzten rechtwinkligen Koordinatensystems, so haben die 
Vektorprodukte je zweier dieser Einheits- L 
vektoren folgende Werte [nach (29° (27): 


iXxi=jxj=fXt=0; (33a) 


SR 
ixt=t; Txi=-i; (83h) 


Xi=] IiXT=—ij. 


N 
N. 


Man erhält die Formeln (33b) nach einer 
einfachen Gedächtnisregel: Bezeichnet man 
3 Punkte eines Kreises, die in positiver 
Umlaufsriehtung aufeinanderfolgen, mit i, j, f, so ist das Vektor- 
produkt zweier Einheitsvektoren gleich dem dritten oder entgegen- 
gesetzt gleich dem dritten, je nachdem die beiden in positiver oder 
negativer Richtung aufeinanderfolgen (Fig. 19). 

Das Vektorprodukt zweier Vektoren 


A= iant ja t ta, 
a B — ib + jb + Éb, 
Ist 


2 D i (a, bs — a; b2) T j (a, b1 — a, b3) + f(a,6,— a,b,) 


oder 


Fig. 19. 


u 
Scart, Kun na (34) 
DE 


Ersetzt man A und ® durch zwei Einheitsvektoren 


a=icosa, + jcosa,+ fcosa,, 
b = ticos hi + jeosß,+ ECOS, 
so wird nach (27) 


i j f 
a X b= sinðc=|cosa, COSA, COSQ, , (34) 
cosß, cosĝfs cos fs 
folglich 
u; Cosa, COSa,|” cosa; Cosa |? cosa, cosa, ? 
sin?’ ð — - 
\cosß, cos f3 cos f4 Cos fa cos f; cos, 
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Für die Quadratsumme der Determinanten einer Matrix schreibt 
man häufig abkürzend das Quadrat der Matrix selbst; also 


COSA, COSA, COSA? 


cos f, cos, COs $3 en) 


sin? = 


Zwischen dieser Formel und Gleichung (19) 
cos Ÿ == cos a, cos f, + cos a, cos fa F Cosa, Cos bs 


besteht ein einfacher Zusammenhang, der durch die Legendre- 
sche Identität hergestellt wird. Nach dieser berechnet sich 
das Quadrat einer Matrix von 6 Elementen @,,@:, @s, O1; Oa, Oa fol- 
gendermaßen: 

Ca Cp ze | = a+ u? me a, bi F aa ba F a,b, 

(br b een a, + ba, HUHU 

Zufolge dieser Identität geht (34”), wenn man a; durch cosa;, 

b; durch cos £z ersetzt, unter Verwendung von (19) und (22) über in 


J cos Ò 


17. Einführung eines neuen Dreibeins als Basis. Von Interesse 
ist das Verhalten des Vektorprodukts bei Einführung eines neuen 
rechtwinkligen Koordinatensystems. Unter leichter Änderung der 
Bezeichnung, indem man i, j, £ durch i, iz 1, ersetzt, kann man 

Y = ia + jt + fa,= Fi,a, 
u 
B= ib, + jb + Éb = Z i,b, 


setzen. Dann wird 


t be ii 
AX U= Tia X Zib =a m asl; (35) 
£ ? ke b. d 
dabei ist an Stelle von (33) 
iu X, 8 lu x EN iail = iloa (36) 


zu setzen, wobei Indizes, die größer als 3 sind, nach dem Modul 3 
zu reduzieren sind. 

Nun sollen auch die Formeln (23a, b) für die orthogonale Trans- 
formation zusammenfassend geschrieben werden. Setzt man (für 
m 23)) 


COS Cy1, COSPL— 02, COS Yu CuB, 
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so werden diese Formeln 
yr >= Zu elo; ij => Cuo iu ; (37) 
I Èc, caos RE A 


Führt man nun die Transformation in (35) sowohl in beiden 


Faktoren des Vektorprodukts als in dem Produktvektor selbst aus, 
so folgt: 

et. Se EC] 

AXB= ži, T ži,b,= Zceãe Zlgolg ZCsoã |. 

| Zciebo Coode ŽCsobo 


Die rechte Seite läßt sich nach dem Multiplikationssatz als Pro- 
dukt zweier Determinanten 


ĉii Ga fig bh % 

En en On en de 
Fa 

C31 Go (ga b, b, b; 


schreiben, deren erste 


D=|c, Co Cg 
C31 Cgo C33 


die Transformationsdeterminante der orthogonalen Transformation 

(37) ist, also den Wert + 1 hat, je nachdem die Koordinatentrans- 

formation eine reine Drehung oder mit einer Spiegelung verbunden 
| ist. Mithin wird (35) 


E08 
W GEDA A AO Fe va, (38) 

u v z = a 

DD Or 


Nur gegenüber reinen Drehungen ist also die 
rechte Seite von (85) invariant. Bei Spiegelungen ändert 
sie ihr Vorzeichen; dann ist das Multiplikationsgesetz (36) durch 

i X t =0 ; t x t +15 —İ, +2 (39) 
zu ersetzen, das für Linkssysteme gilt. 


§ 4. Mehrfache Produkte. 


18. Gemischtes Produkt. Das Volumen eines Parallel- 
epipeds, das durch drei von einer Ecke O ausgehende Vektoren 
A, B, C bestimmt ist, läßt sich in folgender Weise berechnen. Das 
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durch X, B bestimmte Parallelogramm soll als Grundfläche be- 
trachtet werden; dann gibt 
F=-UXB 
die Grundfläche als Plangröße, also nach Inhalt und Stellung im 
Raum (Fig. 20). 
Dann ist 

AXB-C=V (40) 
nach (32) das Volumen des Parallelepipeds; das Volu- 
men ergibt sich positiv oder negativ, 
je nachdem die Ergänzung der Grund- 
fläche mit der dritten Kante Œ einen 
spitzen oder stumpfen Winkel ein- 
schließt, je nachdem also die 3 Vek- 
toren U, B, E ein Rechtssystem oder 
Linkssystem bilden. 

Der Ausdruck (U X B)-€ wird als 
ein gemischtes Produkt der 3 Vekto- 
ren M, B, & bezeichnet; aus seiner geo- 
metrischen Bedeutung folgt, daß sämt- 
liche gemischte Produkte, die man aus 
3 Vektoren bilden kann, his auf das Vorzeichen einander gleich 
sein müssen, 

Insbesondere ist 

(A X B) C= (B X C) A= (C XW- B, (41) 
da bei zyklischer Vertauschung dreier Vektoren 
der Charakter des Rechts- bzw. Linkssystems er- 
halten bleibt. 

Vertauscht man ferner in dem mittleren Ausdruck die Faktoren 
des skalaren Produkts, so erhält man 

(A X B)-C =A. (B X ©) (41) 
und erkennt, daß bei gleicher Reihenfolge der Faktoren die skalare 
und vektorielle Multiplikation vertauschbar sind. 

Der Inhalt dieser beiden Aussagen wird in der Regel als Ver- 
tauschungssatz zusammengefaßt. — 

Führt man für das gemischte Produkt eine besondere Bezeich- 
nung ein und setzt 


Fig. 20. 


A X B). C= [AVC], 
so gilt für nicht zyklische Vertauschungen 
ABE = — [BAC]. (41”) 
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Das gemischte Produkt dreier Vektoren mit von Null verschiede- 
nen Beträgen verschwindet dann und nur dann, wenn die 3 Vek- 
toren komplanar sind. 

Drei nicht komplanare Vektoren A, B, € bestimmen ein Tetra- 
ceder vom Volumen 


V= + [ABC]. 


Bezeichnet man die Beträge von A, B, € mit a, b, c, ihre Einheits- 
vektoren mit a, b, c, so wird 


Z 


P (42) 


[abc] ist der von Staudtsche Eckensinus; diese Bezeichnung 
verdankt ihre Berechtigung der Analogie der Formel (42) mit der 
für den Inhalt eines ebenen Dreiecks (F = ab sin r). 
19. Einführung von Koordinaten. Setzt man. bezogen auf ein 

Rechtssystem 

A = ia t jat tas, 

B=id,+jb.+tb,. 

Kies je -eter, 


so wird 
Ka E 
AU CE K C= tart ias t ia) b 5 b|, 
mithin l 
an, 0. Gb 
RIESTER Zr: (43) 


Gi à G Me 


Insbesondere wird das gemischte Produkt der Einheitsvektoren 
eines Rechtssystems selbst 
tii = f. (44) 
Aus den Eigenschaften der Determinante (43) folgt wieder der 
Vertauschungssatz und die Bedingung für das Verschwinden eines 
gemischten Produkts. — 
Unter Verwendung des gemischten Produkts läßt sich auch 
Identität (5) 
D n A Ži 
D> To Ya Zə 
Dg Za Ys 25 
D 4 & 
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in eine neue, vom Koordinatensystem unabhängige Form bringen. 
Die Entwicklung nach Elementen der ersten Spalte ergibt: 


D, [0,0,0,] — Da [Va D; 0] + V; [b, 0,0] — 0, [b1 020] = 0. (45) 


20. Gramsche Determinante. Das gemischte Produkt dreier 
Vektoren A, B, © ist in (43) mittels der rechtwinkligen Koordina- 
ten dieser 3 Vektoren berechnet worden. Man kann sich vom Ko- 
ordinatensystem frei machen, wenn man beide Seiten von (43) 
quadriert, die rechte Seite unter Verwendung des Laplaceschen 
Multiplikationssatzes (in den folgenden Summen sind die Indizes 


weggelassen). e a Sr 


UBE,—=|302 25 bel 
Dem AT 26 


Die Elemente der Determinante sind die skalaren Produkte der 
Vektoren X, B, €; also ist 
A-A A-B A-C 
MUBE’—= BU BB B-C (46) 
EU C-H CC 
Die hier auftretende Determinante heißt die Gram sche Deter- 
minante der 3 Vektoren W, 8, €. Sie bleibt bei Vertauschung zweier 
Vektoren ungeändert; dagegen besitzt [ABE] als Quadratwurzel 
der Gramschen Determinante doppeltes Zeichen. 
Eine ähnliche, etwas allgemeinere Determinante kann man für das 
Produkt zweier gemischter Vektorprodukte erhalten. Ist nach (43) 
A A ag 
BEA by b 
C O C 
das gemischte Produkt dreier Vektoren W, B’, €’ so ist nach dem 
Laplaceschen Multiplikationssatz 
a amd, ar 
[ABC] [WB C] =b bs baf Ib dr by 
ae m 6% a QO Cs 
|Saad ab Sac 
=| ba Zob Ebe 
pca „Dell Sce 


H-A A-H NE 
ABELAVEI B.A BB B-E) 
Cx? 6 


oder 


(46% 
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Die Gram sche Determinante tritt z. B. in der Aufgabe auf, einen 
Vektorraus3skalaren Produkten zu berechnen. Es sei 
ToD =u moea e= (47) 
wo N, B, & gegebene nicht komplare Vektoren, u, v, w gegebene 
Skalare sind. Dann kann man r linear durch N, H, © darstellen: 
TLAN yB e 
Um die unbekannten Parameter x, y, zu bestimmen, multipli- 
ziert man diese Gleichung skalar mit U, B, & und erhält 
w=aU A +y BeA C; 
v—=aBU+YyB-5+zB-6; 
w=xLC- A+ yC- B+C- C. 


Nun lassen sich v, y, 2 eliminieren: 


r A B O 
u A-A A-B AC j 
v BU BB BC" taB) 
lw CA 6-8 CCE 
Daraus folgt nach (46) 
A B C 0 
een A-A A-B A-C u (48) 
[ABEP B-A BVH BE v 
CA CH CC w 


womit die Aufgabe, die algebraisch auf die Auflösung eines Systems 
von 3 linearen Gleichungen hinauskommt, in einer vom Grund- 
system unabhängigen Form gelöst ist. Die Einschränkung, daß die 
Vektoren A, B, © nicht komplanar sind, also ihr gemischtes Pro- 
dukt von Null verschieden ist, erweist sich als notwendige und hin- 
reichende Bedingung für die Existenz 
einer eindeutigen Lösung. 

21. Dreifaches Vektorprodukt. Die 
vektorielle Multiplikation erlaubt die Bil- 
dung von Produkten aus mehr als zwei 
Faktoren. Der Vektor U X (B X &) steht 
senkrecht auf Y und B X C, liegt also in 
der Ebene B, & und läßt sich in die Form 

UXBXO-I/B Fu (49) 
bringen (Fig. 21). A, a sind zwei skalare 
Faktoren, deren Bestimmung unerwartet 
mühsam ist. 
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In dem speziellen Fall A= $ lassen sich A und « durch geo- 
metrische Anschauung bestimmen. Der Vektor B X (B X ©) liagt 
in der Ebene B, €, steht senkrecht auf Y und hat den Absolutbetrag 
B’? Csin ô (Fig. 22a). Die Längen seiner Komponenten in Richtung 
B und — C sind B*C cos ô und B?C (Fig. 22b), also ist 


BXBXH=-B-OB—(B- DE. 


Ebenso ergibt sich 


EXBXG=(E:-H)B— (B-C). 


Fig. 22b. 


Mit Hilfe dieser beiden Formeln lassen sich 4 und “a auch im 
allgemeinen Fall bestimmen. Hierzu multipliziert man die Glei- 
chung (49) skalar mit B und mit €. Im ersten Fall ergibt sich 

ABB + uB. C) =A X (B XC- 

=A. (HX C) XB [Vertauschungssatz (41')| 
— A- (V -B)C — (B-C) B), 


also 


A(B B) + uB. C) = A- CB. B) — (U-B(B-6); 
ebenso wird im zweiten Fall 


2 (B - ©) + u (E - ©) = (A - C) (B - C) — A-B) - 6). 


WM V W. rCi n ý O ra f pl 
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Diese beiden Gleichungen können nur bestehen, wenn 
=A. C, u=—A DB 
ist. Damit ergibt sich der Entwicklungssatz: 
U X (B X C) = (A. CB — (A-B) C. (50) 
Zwischen den verschiedenen dreifachen Vektorprodukten, die 


sich aus drei Vektoren bei verschiedener Anordnung der Faktoren 
bilden lassen, besteht die Beziehung 

A X (B X C) +B X (CXW + EX AXB =, (51) 
die sich mit Hilfe des Entwicklungssatzes sofort bestätigen läßt. 

Diese Gleichung hat folgende geometrische Bedeutung. Jeder 
der drei Summanden der linken Seite ist ein Vektor, der in einer 
Seitenfläche des Dreikants A, B, & liegt und auf der dritten Kante 
senkrecht steht. Diese drei Vektoren, die für das folgende mit 
W, B, © bezeichnet werden sollen, liegen in einer Ebene Æ. 
Denkt man sich jetzt um den Scheitel des Dreikants als Mittel- 
punkt eine Kugel gelegt, so liegen die drei Höhen des durch X, B, € 
bestimmten sphärischen Dreiecks in den drei größten Kreisen, deren 
Pole durch W’, 8’, €’ bestimmt sind. Die drei Höhen schneiden sich 
in einem Punkt, nämlich dem Pol der Ebene Æ. 

Der Entwicklungssatz läßt sich auch, und zwar kürzer als durch 
die hier gegebene geometrische Ableitung, dadurch beweisen, daß 
man den Vektor A X (B X €) auf ein Dreibein i, j, t bezieht und 
seine Maßzahlen berechnet. 

22. Vierfache Produkte. Vierfache Produkte lassen sich mit Hilfe 
des Vertauschungs- und des Entwicklungssatzes berechnen. So ist 


AUXBEXD-AN-[BEX (EX D-AUNB-DEC— (B-E)D} 
oder (52) 


: R A-C B-C) 
(A X B) (C X D=. CB- D) — (A-D)B-C = AD BD 
Ein vierfaches Vektorprodukt (A X B) X (€ X D) kann als drei- 
faches Vektorprodukt aus den Faktoren A X B, C, D aufgefaßt und 
nach dem Entwicklungssatz berechnet werden: 
AUXDMXEXD-[UXB-DE—- AX B CD 
e — ABE]D. 
Eine zweite Möglichkeit der Berechnung ergibt sich, wenn man das 
vierfache Produkt als dreifaches Vektorprodukt aus den Faktoren 
A.B.C XS auffaßt. Man erhält dann 
(A X B) X (C x D) = [ACDB — [BED] N. (58b) 
3 


Lagally, Vektorrechnung. 


(58a) 
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Die Gleichsetzung der rechten Seiten ergibt die Identität (45) zwi- 

schen vier Vektoren. 
23. Anwendungen auf die Geometrie der Geraden und Ebene. 
Die analytische Geometrie der Geraden und Ebene läßt sich mit 
den bisher behandelten Methoden 


Ge der Vektoralgebra vollständig 

L-U durchführen, wenn man einen 

L jeden Punkt statt durch seine 

Gi kartesischen Koordinaten durch 


seinen Ortsvektor festlegt. 
Es soll indessen nur auf weniges 
hingewiesen werden. 

a) Sind X und B die Ortsvek- 
toren zweier Punkte A und Bim 
Raum, so ist der Ortsvektor t eines 
Punktes P der Geraden AB durch die Bedingung (Fig. 23) 

t — U=AB— A) 
bestimmt, wobei 4 einen Proportionalitätsfaktor bedeutet. Folglich ist 
LA r=(1— AA +14% 
die Parameterdarstellung 
der Geraden AB. Sie kann 
in die Form 
r=aU+1B 
mit der Nebenbedingung 
a+b=1 
gesetzt werden, oder auch in 
die Form 


PER PAID 
EA 


0 
Fir. 28. 


wobei + das Verhältnis ist, in 


dem der Punkt Pdie Strecke A B 
teilt. Dieser Ausdruck kann 
auch mechanisch gedeutet wer- 
den; Pist der Schwerpunkt 
zweier Massen p und q in A 
und B. — 

b) Sind A, B. € die Ortsvektoren dreier Punkte A, B, C, so ist 
der Ortsvektor r eines Punktes der Ebene ABC durch die Be- 
dingung (Fig. 24) 


oO 
Fig. 24. 
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t — U = (B — AW) + u (E— N 


bestimmt, wenn 4 und u zwei Parameter bedeuten. Die Para- 
meterdarstellung der Ebene durch drei Punkte 4,B,C 
wird dann 
r= (1—2 — uA +ib Hue 
oder auch 
r =a A +H OB + cE 
mit der Nebenbedingung 


ga TER Tlo 


Die Bedingung, daß die Endpunkte von vier Ortsvektoren 
A, B, C, D in einer Ebene liegen, ist 


aA + OB +cE+adD= 0 
mit der Nebenbedingung 


atb etdi=0. 


Ohne Verwendung von Parametern läßt sich die Gleichung 
der Ebene durch drei:Punkte è 
4, B, C in die Form 
[e — X, B— A, € — A= 0 
oder 
BC+ EA + AB] 
— [AHE] 


bringen. 
e)Umdie Hessesche Nor- 

malform der Gleichung einer 
Ebene aufzustellen, bezeichnet 
man mit n den Einheitsvektor 
der Normalen der Ebene nach 
der Seite hin, auf der der An- 
fangspunkt nicht liegt, mit p ` 
den Abstand der Ebene vom 
Anfangspunkt. Ist r der Ortsvektor eines Punktes P der Ebene, so 
ist (Fig. 25) die Projektion von r auf n gerade p, also 

BON) 
die Gleichung der Ebene. Ist r der Ortsvektor eines der Ebene nicht 
angehörenden Punktes Q, so gibt 

vn—py=d 
den Abstand des Punktes Q von der Ebene. 


Fig. 25. 


3% 
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d) PlückerscheGleichungeiner@eraden'): Für alle 
Punkte einer Geraden, die die Richtung eines Vektors A hat, ist 
das Vektorprodukt aus dem Ortsvektor tr und 
4 A dasselbe (Fig. 26); folglich ist 
(a wie 
die Gleichung einer Geraden, wenn X und $ 


4 zwei durch die Bedingung 
A -B= 0 

verknüpfte, im übrigen beliebige Vektoren 

Fig. %. sind. Die Maßzahlen von X und B sind die 


Plückerschen Linienkoordinaten der Ge- 
raden; sie sind homogen und enthalten einen willkürlichen Pro- 
portionalitätsfaktor. Zu einer Festsetzung dieses Faktors kommt 
man, wenn man etwa U als Einheitsvektor voraussetzt. 

e) Die Hessesche Normalform für die Gleichung einer Ebene läßt 
geometrisch erkennen, daß die Aufgabe, einen Faktor r eines ska- 
laren Produktes zu bestimmen, dessen Wert gegeben ist. oo? Lösun- 
gen besitzt. Ebenso erkennt man aus der Plückerschen Gleichung 
einer Geraden geometrisch, daß die Bestimmung eines Faktors eines 
Vektorprodukts auf oo! Weisen möglich ist. Der algebraischen Auf- 
gabe, die beiden Gleichungen 

TX A BOB) 
gel IR 
nach r aufzulösen, läßt sich der geometrische Sinn unterlegen, den 
Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene zu bestimmen. 

Die Auflösung geschieht am einfachsten dadurch, daß man die 

erste Gleichung vektoriell mit N multipliziert: 


NXIXW-RX2. 
Nach dem Entwicklungssatz ergibt sich 
rA- N—AP=NR XB 
APHN<B 
malt...» Ze: 
f) Eine ähnliche Aufgabe, nämlich die Bestimmung eines Vek- 
tors r aus 3 skalaren Produkten 


ol, oe Wall 


oder 


1) Vergl. L. Schrutka, Elemente der höheren Mathematik. 1921. S. 496. 
W. Blaschke, Vorlesungen über Differentialgeometrie I. 1921. 5. 191. 
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ist bereits Ziff. 20 im Anschluß an die Gramsche Determinante 
gelöst worden. Ihr geometrischer Sinn ist die Bestimmung des 
Schnittpunktes dreier Ebenen. Die für die eindeutige Lösung als 
notwendig und hinreichend erkannte Bedingung [ABE] -0 sagt 
aus, daß die Normalenrichtungen der 3 Ebenen nicht komplanar, 
die Ebenen selbst also nicht einer Geraden parallel sein dürfen. 


24. Reziproke («rundsysteme. Zwei Grundsysteme von je 3 Vek- 
toren a, b. c und a*, b*, c* heißen reziprok, ‚wenn die Kanten des 
von den einen gebildeten Dreikants auf den Seiten des von den 
anderen gebildeten Dreikants senkrecht stehen — eine bekanntlich 
gegenseitige Eigenschaft — und wenn außerdem zwischen den Rich- 
tungssinnen und zwischen den Beträgen der beiden Tripel von Vek- 
toren geeignete Beziehungen festgesetzt sind. 

Die Bedingungen für das Senkrechtstehen je eines Vektors der 
zweiten Basis a*, b*, c* auf je zwei Vektoren der ersten Basis 
a, b, c sind 

a*-b=0; b*-a=0; Hat: 


(5ta 
a*ec = 0; b*ec=0:; œ- b= 0; 544) 


sie lassen durch Umordnung erkennen, daß, wie oben bemerkt, auch 
jeder Vektor der ersten Basis auf je zweien der zweiten senkrecht 
steht: 

aeb — 0 DaN CEN; 


t= en en (54b) 


Die Vektoren jedes der beiden Systeme sind also den Vektor- 
produkten je zweier Vektoren des andern Systems proportional. 
Zur Bestimmung der skalaren Proportionalitätsfaktoren, die, wenn 
das eine System gegeben ist, Richtungssinn und Betrag der Vek- 
toren des anderen Systems charakterisieren, werden folgende Be- 
ziehungen festgesetzt: 


auar d M E Bol; (55) 


Nun lassen sich die Grundvektoren der zweiten Basis nach (54a) 
und (55) durch die der ersten in folgender Weise ausdrücken: 


F 


i Doet el 
T TENEI 


fabe]  ı (= Tabe] 5 (56 a) 


entsprechend die Grundvektoren der ersten Basis durch die der 
zweiten: 

ID, I, at h* 

ee dee [argc] ec) 
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Daß diese Formeln (56a,b) den Gleichungen (54) und (55) ge- 
nügen, läßt sich mit Hilfe der Eigenschaften der gemischten Pro- 
dukte sofort bestätigen, indem man etwa die erste der Gleichungen 
(56a) mit a, dann mit b und c skalar multipliziert. Die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, daß zu einer Basis eine eindeatig 
bestimmte reziproke existiert, ist die, daß das gemischte Produkt 
der Grundvektoren der gegebenen Basis von Null verschieden ist, 
diese Grundvektoren also nicht komplanar sind. 

Die Festsetzungen (55) haben einen einfachen geometrischen 
Sinn, der etwa an der Glei- 
chung c-c*=1 gezeigt werden 
soll. Bezeichnet man mit cund 
c* die Beträge von c und c*, mit 
y ihren Winkel (Fig. 27), so folgt 

cercos y=; 

die Vektoren c und c* bilden 
also einen spitzen Winkel. Da- 
mit ist, wenn das System a. b, c 
als gegeben vorausgesetzt wird, 
der Richtungssinn von c* fest- 
gelegt; analog der von a*und b*, 
Bezeichnet man ferner mit 
h=ccosy :die zu c* parallele Höhe des von a, bc bestimmten 
Parallelepipeds,|so!ist 


th= all: 
damit sind auch die Beträge der Vektoren a*, b*, c* bestimmt: sie 
sind die reziproken Werte der zu ihnen parallelen Höhen im Par- 
allelepiped a, b, c. Eine analoge Beziehung gilt bei Vertauschung 
der beiden Systeme. 
Auch zwischen den Rauminhalten 
V = [abc] und V* = [a*b*c*] 


der von beiden Grundsystemen bestimmten Parallelepipede be- 
steht ein einfacher Zusammenhang. Formt man 

eye — ro (eo) 
mittels der beiden letzten Gleichungen (56a) und (53a) um: 


er a EAP s igid 
abc [abc]? 
so folgt nach (55) sofort 
[abc] [a*b*c*] = 1 (57) 
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oder 

Vv* =1. (57°) 
Man macht nach (57) nebenbei die nicht unwichtige Bemerkung. 
daß die beiden reziproken Grundsysteme entweder beide Rechts- 
oder beide Linkssysteme sind. 

Die einzigen Grundsysteme, die zu sich selbst reziprok sind, sind 
die Dreibeine. 

25. Eine Anwendung der reziproken Systeme. Um eine erste 
Anwendung der reziproken Systeme zu geben, soll die schon wie- 
derholt behandelte Aufgabe wieder aufgenommen werden, einen 
Vektor r auf eine Basis a, b, c zu beziehen, d.h. ihn linear durch 
a, b, c darzustellen [vgl. (4)]: 

tr=za-yb-+ze. (58) 
Die Maßzahlen x, y, z sind in folgender Weise zu erhalten: multi- 
pliziert man (58) skalar mit den Grundvektoren a*, b*, c* der rezi- 
proken Basis, so folgt 
ee ee de. (59) 
DiezurBasisa,b,ce gehörigen MaßzahleneinesVek- 
tors r sind also die skalaren Produkte des Vek- 
tors r mit den reziproken Grundvektoren a*, b*, c*. 
Mithin ergibt sich folgende Identität: 
r= (r.a*)a + (r. b*)b + (r- He, (60a) 
oder unter Weglassung der Klammern 
r= r- a*a + r.-b*b + r.c*c; 
dafür kann auch 
t == qa*. r + bb*er + cc*r (60b) 
geschrieben werden. 


§ 5. Unbestimmtes Produkt. 

26. Affine Abbildung. Eine allgemeine (nicht ausgeartete) 
affine Abbildung des Raumes kann in der Weise hergestellt wer- 
den, daß man jedem auf eine Basis a, b, c mit dem Scheitel O be- 
zogenen Ortsvektor 

rt=xra+yb+zc (61 ) 


denjenigen auf die Basis a’, 6’, c mit dem Scheitel O’. bezogenen 
Ortsvektor r’ zuordnet, der die gleichen Maßzahlen besitzt, also 
den Vektor 

t=ga + yb + zc. (62) 
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Nach (59) sind die zur Basis a, b, c gehörigen Maßzahlen x, y, £ 
von t die skalaren Produkte von r mit den reziproken Grundvek- 
toren a*, b*, c*; also 
ge Tolle, ol Baer 
Mithin wird 
r=ratd+r- hr cc, (63a) 
wofür auch 


r—aarr+bhr.r der (63b) 


geschrieben werden kann. 

Man bemerkt, daß speziell den Werten a, b, c von r die Werte 
a’, D’, c von r’ zugeordnet sind, und erkennt in (63a,b) vom Be- 
zugssystem unabhängige Formeln für diejenige affıne 
Abbildung, welche 4 gegebenen Punkten, nämlich O und den End- 
punkten von a, b, c 4 gegebene Punkte, nämlich O’ und die End- 
punkte von a’, b’, c’, zuordnet. 

Bei der affinen Abbildung ist jedem im Endlichen gelegenen 
Punkt ein im Endlichen gelegener Punkt zugeordnet, jedem un- 
endlich fernen ein unendlich ferner. Da bei der Abbildung die Maß- 
zahlen eines Punktes ungeändert bleiben, bleibt auch die Gleichung 
jeder Fläche ungeändert; insbesondere geht eine Ebene durch die 
affıne Abbildung in eine Ebene über, die im zweiten System die- 
selbe Gleichung besitzt wie die Ausgangsebene im ersten. Die un- 
endlich ferne Ebene geht in sich selbst über. 

27. Übergang zu Koordinaten, Wenn man die sich entsprechen- 
den Punkte O’ und O zusammenlegt, kann man den Bildvektor t 
auf die ursprüngliche Basis a, b, c beziehen. Bezeichnet man seine 
zu dieser Basis gehörigen Maßzahlen mit x’, y’, 2’, so hat man 


e e O a E (64) 
zu setzen. 
Die Berechnung von x’, y’, 2’ läßt sich durchführen, wenn man 
vor allem die Grundvektoren a’, b’, ce’ bezogen auf die Ausgangs- 
basis a, b, c kennt. Es sei 


a Aal IE Ph) IE Aha, 
P= oaa Tanl ee, (65) 
Fa er le 


die 9 Maßzahlen a; sind beliebig bis auf die Beschränkung, daß 
ihre Determinante von Null verschieden sein muß, da a’, b', e nicht 
komplanar sein dürfen: 
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A Aa g| 
Dia, Ay Ms| FO. (66) 


31 go (sg 
Damit wird nach (62) 


t= L(a A F aio b + aig C) H 4,04 Aarb, H Aag €) 
A A a a A550) 
T= (MX H AY T tg 2)a H (Ua -H Aaa Y F agge) b (67) 
+ (ACH Alf T agg). 


Diese Gleichung gibt den Bildvektor r’ auf die ursprüngliche Basis 
bezogen: durch Vergleich mit (64) erhält man seine Maßzahlen: 


D = aan O T ER 
Y = 4,14 aY T lf; (68) 
R= A£ F AY F ass. 

Damit sind die Transformationsgleichungen für die Koordinaten 
eines Punktes bei der allgemeinen (nicht ausgearteten) affinen 
Abbildung unter Zugrundelegung eines festen Koordinatensystems 
gewonnen. Aus den Koordinaten x, y, z eines Punktes P werden 
die Koordinaten 7’, y’, 2’ seines Bildpunktes P’ durch eine all- 
gemeine homogene lineare Transformation gewon- 
nen mit 9 Koeffizienten, deren Determinante nicht 
verschwindet. 

28. Lineare Vektorfunktion. Die Gleichungen (63a, b) ordnen 
einem veränderlich gedachten Ortsvektor r als Bild einen ver- 
änderlichen Ortsvektor r’ zu. r’ heißt eine Vektorfunktion 


von T 
v= f(r), 


und zwar eine lineare Vektorfunktion wegen folgender, 
aus (63a, b) unmittelbar ersichtlichen Eigenschaften: 
a) Sind 2 
U fe), 5-6) 
die Bildvektoren zweier Vektoren r und 8, so gilt 
et Ey 
b) Bedeutet k einen beliebigen Skalar, so ist 
se = OSE 
Diese Eigenschaften folgen auch aus der in (68) gegebenen Dar- 


stellung der Koordinaten des Bildvektors r’ als lineare homogene 
Funktionen der Koordinaten des Vektors r. 
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Die skalaren Formeln (68) sind den vektoriellen (63) gleich- 
wertig; man kann aus ihnen unter Einführung einer beliebigen 
Basis a, b, c zu den vektoriellen Formeln zurückkehren, indem man 
den beim Übergang zu den skalaren Formeln gemachten Weg 
schrittweise in entgegengesetzter Richtung durchläuft, Da die 
homogene lineare Transformation für nicht mehr als 9 Koeffizien- 
ten Raum bietet, ist mit der vektoriellen Darstellung (63) die all- 
gemeinste lineare Vektorfunktion bereits gewonnen. 

Indessen treten lineare Vektorfunktionen häufig in anderen For- 
men auf. So ist die Funktion 

T= uxTr, (69) 


wo u ein konstanter Vektor ist, sicher eine lineare Vektorfunktion 
von r, da sie die Eigenschaften a) und b) besitzt. Der Übergang 
zur Form (63) ist mit den bisherigen Hilfsmitteln etwa in folgender 
Weise möglich: Man setzt, was auf unendlichviele Weise möglich, 
u selbst in die Form eines Vektorprodukts: 


W= DEE 
dann erhält man für 
w= O S I 2X 5 
nach dem Entwicklungssatz 
t =r- AB — r- BA. (70) 


Das ist eine spezielle lineare Vektorfunktion von der Form (68a). 
Die zugehörige affine Abbildung (69) ist ausgeartet; allen 
Ortsvektoren r, die von O nach den Punkten des Raumes führen, 
sind nur die Ortsvektoren r’ der Punkte einer Ebene zugeordnet, 
die auf u senkrecht steht. Über derartige ausgeartete affine Ab- 
bildungen wird noch zu sprechen sein. 

Eine weitere sehr einfache lineare Vektorfunktion ist 


ver, (T1) 
wo p eine skalare Konstante ist. Unter Einführung zweier beliebi- 
ger reziproker Grundsysteme läßt sie sich etwa zufolge der Iden- 
tität (60b) in die Form (63b) setzen: 

t= paa*. r -+ pbb*-r+ pec r. 

Die zugehörige affine Abbildung ist eine ähnliche Abbildung mit 
dem Maßstab p. Die Identitäten (60) selbst entsprechen der iden- 
tischen affinen Abbildung r’= r, die jeden Punkt in sich selbst 
überführt. 
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Die lineare Vektorfunktion, die geometrisch durch die affine 
Abbildung versinnbildlicht werden kann, ist nicht nur von Wert 
für die analytische Behandlung dieser geometrischen Aufgabe; 
ihre Hauptbedeutung liegt vielmehr auf dem Ge- 
biet der Mechanik und allgemeiner der theoreti- 
schen Physik. Der Zusammenhang zwischen zwei bei einem 
physikalischen Zustand oder Vorgang in einem Punkt physikalisch 
oder geometrisch definierten Vektorgrößen ist sehr häufig durch 
eine lineare Vektorfunktion gegeben: die zugehörige affine Ab- 
bildung kann dann zur geometrischen Veranschaulichung dieses 
Zusammenhangs herangezogen werden. In Kap. 5 werden mecha- 
nische Anwendungen der linearen Vektorfunktion behandelt. 


29. Reduktion einer linearen Vektorfunktion. Sind W., A, , 
U Us; Bi, Bo, Bye Ba zwei Reihen von beliebigen Vektoren, 
so ist 

rer AB r WB HT WB + A Bp (728) 
oder 
r= B AtHB MWt H B Mt HBr Aler (72h) 


eine lineare Vektorfunktion, da sie den Bedingungen a) und b) 
Ziff. 28 genügt. Da aber diese lineare Vektorfunktion nicht von 
größerer Allgemeinheit sein kann als die lineare Vektorfunktion 
(63a, b), muß es möglich sein, eine n-gliedrige Summe von Sum- 
manden der Form t-W;B; oder YA; -r auf eine dreigliedrige Summe 
von Summanden der gleichen Form zu reduzieren. 

Um diese Reduktion durchzuführen, hat man folgende einfachen 
Rechengesetze bereitzustellen, deren Richtigkeit offensichtlich ist, 
sobald man die skalaren Produkte in Klammern setzt: 


AB +r- AB — r AB, + B); (T3a) 
TBH rM B= r OG H A)B; (73b) 


nebst entsprechenden Gesetzen für rechtsstehenden Ortsvektor. 

Wenn man nun in (72a) die n Vektoren W,, W,---W. auf eine 
beliebige Basis a, , d,. a, bezieht, und nach (73a, b) die entstehenden 
3n Summanden von der Form t-4B, G= 1, 2,3; k—1, 2, 3---n) 
nach t-a, t*a, T'a; ordnet, so ist die Reduktion auf eine, drei- 
gliedrige Summe durchgeführt. 

Wenn man statt dessen die n Vektoren B,, B.---B, auf eine be- 
liebige Basis b,, b., b, bezieht, so ergibt sich ein zweiter Weg für 
die Reduktion. 
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In der gleichen Weise kann man die Form (72b) der linearen 
Vektorfunktion reduzieren. 

Man erkennt auf diese Weise neuerdings, daß eine dreigliedrige 
Summe von der Form 


t= rt WB Hr WB rA D, (74a) 
oder 
vet 2er eher, (74b) 


wie sie in (63a, b) bereits mit etwas anderer Bezeichnung aufge- 
treten ist, die allgemeinste lineare Vektorfunktion 
ist. 

In speziellen Fällen läßt sich die dreigliedrige Summe auf eine 
zweigliedrige reduzieren, nämlich dann, wenn die Vektoren W, Wz, 
A, oder die Vektoren ®,, Ba B, komplanar sind. Die typischen 
Formen für eine derart ausgeartete lineare Vektorfunktion sind 


w = t" A, 8, =F 1O Di Poe (75a) 
oder 

ae Ba A a DB LO (75b) 
Eine letzte Reduktion ist möglich, wenn die Vektoren W, W,, M, 


3 


oder B,, Ba, B, kollinear sind; dann ergibt die Reduktion die Form 


r= r AB (76a) 
oder 
r= BN.r- (76b) 


Während die allgemeine nicht ausgeartete lineare Vektorfunk- 
tion (74) eine nicht ausgeartete affine Abbildung vermittelt 
und allen Punkten des Raumes r alle Punkte des Raumes r’ zu- 
ordnet, vermittelt die ausgeartete lineare Vektorfunktion (75) eine 
ausgeartete affine Abbildung und ordnet den Punkten 
des Raumes r nur die Punkte der durch die beiden Vektoren ®,, B, 
bestimmten Ebene des Raumes r’ zu; die letzte Ausartung (76b) 
der linearen Vektorfunktion vermittelt eine letzte Ausartung 
deraffinen Abbildung und ordnet allen Punkten des Rau- 
mes r nur die Punkte derjenigen Geraden des Raumes r’ zu, welche 
in Richtung des Vektors B durch den Anfangspunkt geht. 


30. Dyadisches Produkt und Dyade. Für eine lineare Vektor- 
funktion in der typischen Form (72a, b) oder speziell (74a, b, 
75a,b, 76a,b) kann eine abgekürzte Schreibweise eingeführt wer- 
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den, indem der gemeinsame Faktor r der in allen Summanden auf- 
tretenden skalaren Produkte in formaler Weise ausgehoben wird: 


T — t W B, HT A Bo HUB + CUBE 
Aa Bl Va S ED: 


r = (B, A — B, A + By Ao H -el Bnr Ar) er. (TTb) 


Der in der Klammer stehende Ausdruck, zu dessen abgekürzter Be- 


zeichnung griechische Buchstaben ® bez. P Verwendung finden 
sollen: 


(77a) 
ebenso 


DM, B, HWB H MBa HAB, (N21) (788) 
D= B, A + BA + By Aa H ee BEN, (78b) 


besitzt zunächst keine reale Existenz, sondern nur symbolische Be- 
deutung, und gewinnt erst Leben in Verbindung mit einem Vek- 
tor r, dem er nach Festsetzung den in (72a,b) ausführlich ange- 
schriebenen Vektor r’ zuordnet; dafür kann also abgekürzt 
vie (79a) 
oder 
1 — la (79b) 


geschrieben werden. In diesen Gleichungen kann der symbo- 
lische Faktor P bzw. ® als Operator aufgefaßt wer- 
den, welcher die affine Abbildung des Raumes rin 
den Raum r’ vermittelt, oder — ohne Zuhilfenahme geo- 
metrischer Vorstellungen — dem Vektor r eine lineare Vektor- 
funktion r’ = f(r) zuordnet. 

Man kann indessen durch eine geeignete Festsetzung erreichen, 
daß der symbolisch als Operator definierte Ausdruck ® bzw. ® eine 
selbständige Existenz besitzt. Hierzu betrachtet man zunächst nach 
(76a) einen eingliedrigen Ausdruck r-AB; die genauere Schreib- 
weise mit Klammern (rX) B läßt erkennen, daß ein Produkt aus 
3 Faktoren r, X, B in der Weise zu bilden ist, daß zuerst die Vek- 
toren t und U skalar multipliziert werden, und mit dem erhaltenen 
Skalar re A der Vektor B in gewöhnlicher Weise vervielfacht wird. 
Demgegenüber führt die Tatsache, daß es zulässig ist, die Klam- 
mern wegzulassen, zu folgender Auffassung: Die angegebene 
Reihenfolge der Produktbildungen ist nicht die einzig mögliche, es 
ist vielmehr ebenso richtig, zuerst ein „unbestimmtes“ Pro- 
dukt AB zu bilden und dieses dann in geeigneter Weise skalar 
mit r zu multiplizieren. Dieunbestimmte Multiplikation 
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zweier Vektorenist geradezu dadurch definiert,daß 
sie mit derskalarenassoziativist: 


it- WB = r- AB =r (AB), (80a) 
BAT) = BA-r = (BM:r. (80b) 


Das unbestimmte Produkt AB zweier Vektoren wird oft auch 
unter Bezug auf die Zweizahl der Faktoren als dyadisches Pro- 
dukt bezeichnet; die in (78a, b) definierten Operatoren ® und ® 
haben die Form einer Summe von n dyadischen Produkten und 
sollen Dyaden heißen. 

Dyadische Produkte und Dyaden sind weder Skalare noch Vek- 
toren, sondern Größen höherer Art, denen eine unmittelbare geo- 
metrische Bedeutung nicht beizulegen ist. Faßt man, wie das in 
Ziff. 2 angedeutet wurde und später genauer ausgeführt werden 
wird, die Vektoren als extensive Größen auf, so wird man die Dy- 
aden als extensive Größen 2. Stufe bezeichnen können. 

Für Leser, welche abstrakten Untersuchungen abgeneigt sind 
und den Wert der Vektorrechnung in ihrer Anwendbarkeit auf 
theoretische Physik und Mechanik sehen, sei ausdrücklich hervor- 
gehoben, daß die EinführungderDyadealsGröße, ihre 
Bezeichnung durch ein Symbol, und das formale 
Rechnen mit Dyadenin erster Linie einem prakti- 
schen Bedürfnisentspricht. Einer der Hauptvorzüge der 
Vektorrechnung ist die Möglichkeit, mit geometrischen und physi- 
kalischen Größen selbst zu rechnen statt mit irgendwelchen Bestim- 
mungsstücken dieser Größen bei Einführung eines willkürlichen 
und deshalb unwesentlichen Bezugssystems; will man nicht in den 
zahlreichen Fällen, in denen zwischen zwei Vektorgrößen ein line- 
arer Zusammenhang besteht, auf diesen Vorzug wieder verzichten 
und in die Koordinatenrechnung zurückfallen, so ist die Einfüh- 
rung der formalen Dyadenrechnung eine Notwendigkeit. Man lasse 
sich also durch die Nüchternheit und scheinbare Unfruchtbarkeit 
der Dyadenrechnung nicht abschrecken; ihr Wert wird klar, wenn 
man sich die Mühe genommen hat, sie kennenzulernen. — Im übri- 
gen handelt es sich bei den folgenden Ziffern (31 bis 38) haupt- 
sächlich um eine vorläufige Kenntnisnahme; das meiste, was sie 
enthalten, erscheint später nochmals von einem höheren Gesichts- 
punkt aus. 

31. Gesetze der dyadischen Multiplikation. Da r-AB für be- 
liebiges r nicht verschwindet, ohne daß A oder B Null ist, ver- 


ähnlich 
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schwindet auch das dyadische Produkt AB nicht, 
ohne daß ein Faktor Nullist. 

Da ferner r- AB ein Vektor in Richtung von $ ist, während v- BA 
in die Richtung von W fällt, ist im allgemeinen 

ENBELDT 

es sind also die Operatoren AB und BA verschieden. D. h. für 
dyadische Produkte gilt das kommutative Gesetz 
nicht; es ist 


WB EBA. (81) 

Dagegen gilt das distributive Gesetz zufolge (73a, b)): 
SE: ar 2) = ER A RS (82a) 
ER ar yea = Sa e EB, (82b) 


Was über die Reduktion der linearen Vektorfunktion gesagt 
wurde, gilt nach (82a,b) auch für die als Operator auftretende 
Dyade. Jede n-gliedrige Dyade läßt sich auf eine dreigliedrige 
Dyade mit vorgegebenen, nicht komplanaren Linksfaktoren 
A, M, As oder vorgegebenen, nicht komplanaren Rechtsfak- 
toren ®,, ®,, Bı vom Typus 

p — A B, + A B +H MB (83) 


reduzieren; diese heißt vollständige Dyade, wenn sie nicht 
weiter reduzierbar ist. Ergeben sich bei einer Reduktion entweder 
die Linksfaktoren X,, M, X, oder die Rechtsfaktoren B, Ba, B, als 
komplanar, so ist die Reduktion auf eine zweigliedrige planare 
Dyade vom Typus 
V-UVB HUB, (83°) 
möglich; sind sie kollinear, so gibt es eine Reduktion auf ein dy- 
adisches Produkt oder eine lineare Dyade: 
DENN. (83°) 
Das skalare ProdukteinesÜrtsvektors miteiner 
Dyade ist eine lineare Vektorfunktion, und zwar So- 
wohl, wenn die Dyade rechts, als auch wenn sie links vom Vektor 
steht: 
rl bone (84) 
doch sind im allgemeinen diese beiden Vektorfunktionen verschie- 


den, denn da 
r AB PBAV-r = APB-r 
ist, ist auch 


tr PD + Ber. (85) « 


i Ñ 
www.rcin.org.pl e, 


48 Kapitel 1. Elementare Vektor-Algebra. 


Aus 
AB—BN-r (86) 
folgt allgemeiner 


t e (UA, Bi t A, Bo HH MBJS BUBEN H BU) er. (86) 


Zwei Dyaden 
p= 28T WB + Und, 
= B A, + B, M, + + Ba An, 


in denen die Rechts- und Linksfaktoren vertauscht sind, werden 
als zueinander konjugiert bezeichnet; damit wird (86°) 


re d=d.r. (86”) 


In einemskalaren Produktauseinem Vektorund 
einer Dyade kann man die Reihenfolge der Fak- 
toren vertauschen, wenn man gleichzeitig die Dy- 
ade durch ihre konjugierte ersetzt. 

Geometrisch kann die vollständige Dyade als Opera- 
toreinernichtausgeartetenaffinen Abbildung be- 
trachtet werden; diese wird durch die Gleichungen 


t= r. D= r. (A B, +H A B+ A By) (87a) 
oder a 
t= D-r = (BA + BA + BN,)-r (87b) 
vermittelt. 
Die planare Dyade ist der Operator einer ausge- 
arteten affinen Abbildung in der Form 


r' =r- D= r. (A B, + A B) (88a) 
oder F 
t= D. r — (B, A, + BM) tr. (88b) 


Die lineare Dyade ist der Operator der letzten Ausartung 
der affinen Abbildung in der Form 


r—=rAB oder r= A.r. (89) 


32. Neunerform der Dyade. Neben der typischen Form (83) bzw. 
(83°) (83”) einer Dyade ist, namentlich wenn der Übergang zu Ko- 
ordinaten in Frage kommt, noch eine andere Form von Wichtigkeit. 
Bezieht man in einer Dyade alle Vektoren, die als Links- und 
Rechtsfaktoren auftreten, auf dasselbe Dreibein i, j, f als Basis, so 
treten bei Ausführung der dyadischen Multiplikation nach (82) die 
dyadischen Produkte je zweier Grundvektoren auf. 


n nl 
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Die Dyade erscheint in der „Neunerform“ 


P= ati + atj + agit 
+ aji + Aaji + sit (90) 
+ azti + agati + gatt. 
Die Summanden a,.it, @,.1j, '** @ Éf heißen die Komponenten 
der Dyade, die Skalare ai, Q12, *** Qs ihre Maßzahlen. 
Für die lineare Vektorfunktion und affine Abbil- 
dung (79a) N 


erhält man, wenn auch die Ortsvektoren r und r’ auf das Dreibein 
i, j, bezogen werden, folgenden Ausdruck: 
ait y'i t et= leit yj + dit it asit 
Hanji + aji + ait (91) 
+ agti + agati + ash. 
Um das auf der rechten Seite stehende Produkt zu berechnen, hat 
man zunächst mit den Komponenten von r die Linksfaktoren der 
Dyade zu multiplizieren; auf diese Weise entsteht ein Aggregat von 
27 Summanden, von denen nur diejenigen 9 von Null verschieden 
sind, in denen die skalaren Produkte gleicher Einheitsvektoren 
vorkommen: 
i+yijitrzrl=a,rita,ri +a st 
F anyit ayj H ayt (92) 
+ azzi +0,21 + Age. 
Aus dieser Gleichung lassen sich die Transformations- 
formelnfürdieKoordinatenablesen: 
x' = a1 £ F hz Y + Ay: 
Y = Aa T F AY + 43,2; (93) 
j= Qiz E T dagy Ay52; 
sie stimmen formal mit den Gleichungen (68) überein, sind aber 
doch weniger allgemein, weil in der Verwendung eines Dreibeins als 
Basis eine freiwillige Einschränkung liegt. 

Von dieser Einschränkung kann man sich leicht frei machen. 
Bezieht man die Rechtsfaktoren der Dyade ® auf eine beliebige 
Basis a, b, c, die Linksfaktoren auf die reziproke Basis a*, b*, c*, 
so nimmt die Dyade ® folgende Gestalt an: 

Da, aa 00h a as 
+9,b*a-+a,b*b+ a,b*c (94) 
+F az, a + agtt b + a,,cH; 


Lagally, Vektorrechnung. 4 
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dabei sind die numerischen Werte der Maßzahlen Qir, @12'** Ga, von 
der Wahl der Basis a, b, c abhängig. 

Nun sollen die Ortsvektoren r und r’ ebenfalls auf die Basis a, b, c 
bezogen werden; ihre Maßzahlen seien x, y, z bzw. x’, y’, z. Dann 
geht die Gleichung 

Mrd) 
über in 
x'a +y b+ c= (za t yb -+ ec). (anaa + aab H agat 
+ agi b* a + aza b* b + a,b*e 
+ az, Kata, *b+a,c*e. 
Bei der Berechnung des auf der rechten Seite stehenden Produktes 
treten der Definition (54), (55) der reziproken Systeme zufolge 
wieder unter 27 Summanden nur 9 von Null verschiedene auf; es 
ergibt sich 
Xatrb+zc=a,ra+ag0b + aree 
Fanya H AYD H toye (95) 
+ agi ZA + Ago ZO -+ 02T, 
woraus wieder die skalaren Gleichungen (93) folgen, diesmal ohne 
Beschränkung auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem. 

33. Symmetrische Dyaden. Eine Dyade, welche sich bei Ver- 
tauschung der Links- und Rechtsfaktoren nicht ändert, also mit 
ihrer konjugierten identisch ist, heißt symmetrisch. In der 
Neunerform läßt sich die allgemeine symmetrische Dyade sofort 
ansetzen: (96) 


P= aii + aji H asti + alij + ii + asit ti) -+ as Gt+ ti). 
Es wird später gezeigt werden, daß die einfacher aussehende sym- 
metrische Dyade 


p =aii + bjj + ctt 
in Wirklichkeit nicht spezieller ist, daß vielmehr jede symmetrische 
Dyade durch die Wahl eines geeigneten Dreibeins als Basis auf 
diese Form gebracht werden kann. Die durch sie vermittelte affine 
Abbildung 
t = r- (ati + bjj t ctt), 

in Koordinaten 

ei, Vi, = 02, 
ist eine Dehnung, die aus drei einfachen Dehnungen in Rich- 
tung der Achsen des Koordinatensystems mit den Maßstäben a, b, c 
zusammengesetzt ist. 
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Von besonderer Wichtigkeit unter den symmetrischen Dyaden 
ist die Dyade we. 

I=ii + jj +tt; (97) 

Hier sind die Maßstäbe a — b= c= 1. Sie vermittelt die identische 
Abbildung x 

ie eg e 

und wird als Dyade „Eins“ bezeichnet. Aus der Identität (60a) 

läßt sich ablesen, daß die Dyade „Eins“ in die allgemeinere Form 

I= a*a -+ b*b + c*c (97) 

unter Verwendung einer beliebigen Basis a, b, c und der reziproken 

Basis a*, b*, c* gebracht werden kann. 
34. Antisymmetrische Dyaden. Eine Dyade, die bei Vertau- 
schung der Links- und Rechtsfaktoren ihr Vorzeichen ändert, heißt 


antisymmetrisch. In der Neunerform läßt sich die allgemeine 
antisymmetrische Dyade sofort ansetzen: 


S= aai — ii) + a Gt — ti) + a i—i. (98) 
Später, Ziff. 140, wird gezeigt, daß die einfacher aussehende Dyade 
P = aj — ji) 
oder auch etwas allgemeiner 
p =A Y — H (98°) 
nicht spezieller ist, daß vielmehr jede antisymmetrische Dyade 
durch geeignete Wahl der Basis in diese Form gebracht werden kann. 
Die Dyade (98°) ist als zweigliedrige Dyade planar. Mit ihrer 
Hilfe läßt sich der Entwicklungssatz (50) für dreifache 
Vektorprodukte in eine neue Form bringen [vgl. (70)]: 


(AX B) X r = r (AV—BA) = (BA—AB)-T (99) 


Betrachtet man r als Ortsvektor, A und B als feste Vektoren, so 
sagt diese Gleichung neuerdings aus, daß sämtliche Ortsvektoren r 
des Raumes durch vektorielle Multiplikation mit einem festen Vek- 
tor u =M X Bin die Vektoren einer Ebene A, B übergeführt werden. 

In dieser Weise kann überhaupt jede vektorielle Multi- 
plikation mit einem Vektor durch eine skalare 
Multiplikation mit einer antisymmetrischen 
Dyade ersetzt werden. Es gilt z. B. 


8 0 = (il AN) ER (100a) 


rxt =r (ji—ij). (100b) 
4* 
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Setzt man nämlich t = i X į, so folgt die Behauptung aus ($9). 
Dabei ist zu bemerken, daß f einen beliebigen Einheitsvektor be- 
deuten kann, i und j zwei zugehörige Einheitsvektoren eines 
Rechtssystems. 

Hieraus ist ersichtlich, daß die drei bisher eingeführten Arten 
der Multiplikation zweier Vektoren, nämlich die skalare, vektorielle 
und dyadische, nicht voneinander unabhängig sind, daß vielmehr 
eine von ihnen, nämlich die vektorielle, durch eine Verbindung der 
beiden andern ersetzt werden kann. Dabei kommt man überdies zu 
einer neuen Darstellung der Plangröße durch eine antisym- 
metrische Dyade (98°), welche der Darstellung durch ein Vektor- 
produkt überlegen ist. Trotzdem wird man auf letzteres nicht völlig 
verzichten wollen. 


35. Skalares Produkt zweier Dyaden. Führt man 2 affine Ab- 
bildungen mittels der Dyaden ® und Y nacheinander aus: 


re 
dere Zone id 
so kann das Ergebnis auch durch eine einzige affine Abbildung 
TEEN 
erhalten werden. Man hat zur Bestimmung der sie vermittelnden 
Dyade X die Gleichung 


a-p) Y—r-N, (101) 
Ist 
D — A, B, + M, B, + A By = ZWD, 
= C, D, + CD + CD = Z Cr Dy, 
so wird l 


t- D =r. ZAW B= > r- W)®, 
(r. p). W = 2 W) B E CD, 
= = M) (B-C) D 


— v2 ZU (B C) De- 
Damit ist nach (101) 
X=2 2 ZU , (Bı ©) D 
Die rechte Seite kann als ein skalares Produkt der beiden 


Dyaden ® und Y aufgefaßt werden, nach folgenden Regeln aus- 
geführt: 
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a) Das skalare Produkt zweier dyadischer Produkte wird ge- 
bildet, indem man die mittleren Faktoren skalar, die randlichen 
dyadisch miteinander multipliziert [vgl. (80a, b)]: 

AB (EH)-AB-CH-AB-OD. (102) 

b) Es gilt das distributive Gesetz in den beiden Formen: 

AB- (C D ted) = AB- CD AAB- CD; (103a) 
(A B, + AB) CD=A B ECDHAB- CD. (103b) 

Somit wird pam ZUB- LG, D, = Ð. Y; 
und aus™(101) folgt für die resultierende affine Abbildung 
t= (r: $) Y= r. (D P). (104) 


Diese Gleichung kann als Ausdruck eines assoziativen Ge- 
setzes für Produkte aus einem Vektor und 2 Dyaden gelten; die 
Klammern sind entbehrlich. 

36. Vektorprodukt einer Dyade mit einem Vektor. Die Erkennt- 
nis, daß die skalare Multiplikation eines Vektors mit einer anti- 
symmetrischen Dyade der vektoriellen Multiplikation mit einem 
geeigneten Vektor gleichwertig ist, führt nach (102) und (103a) 
zur Definition des Vektorprodukts aus Dyade und 


Wear: (AB) X u = A (V X u) (105) 


Die Klammern sind entbehrlich. 
Nach (103b) gilt das distributive Gesetz: 
AB AAB) Xu=A B Xu tB XU. (106) 
Das Vektorprodukt ® X © aus einer Dyade und einem Vektor 
ist selbst eine Dyade; bei der Ausführung des Produkts bleiben die 


Linksfaktoren von ® unberührt. Hieraus folgt die Möglichkeit 
einer Erweiterung des Vertauschungssatzes für gemischte 


Produkte: 
(PXG-D=-GB(EXPD. (107) 
Auf der rechten Seite der Gleichung kann die Klammer nicht ohne 


Gefahr eines Mißverständnisses weggelassen werden. 


37. Doppeltskalares Produkt. Da das skalare Produkt aus einem 
Vektor und einer Dyade ein Vektor ist, ist eine nochmalige skalare 
Multiplikation mit einem Vektor möglich. Und zwar ist 


(t+ D): 8 = Z (r - WB 3). 
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Derselbe Ausdruck ergibt sich für r-(®-8). Es gilt also das asso- 
ziative Gesetz in der Form 
t-DM)-3—r-(d-3)—=r-P-3, (108) 


(r- Ø)-8 = 8- (t. P); 


Anderseits ist 


die erste skalare Multiplikation (mit r) stellt eine Verknüpfung mit 
den Linksfaktoren von ® her, die zweite (mit 3) eine Verknüpfung 
mit den Rechtsfaktoren: es liegt nahe, 

B.e (r. P) = 3r- P (109) 
zu schreiben. Für dieses doppeltskalare Produkt gilt nach 
(108) das kommutative Gesetz: 


8r- D— D-r. (110) 
Schreibt man abkürzend (ähnlich wie Ziff. 30 bei Einführung der 


Dyaden); š 
> [®- = 6, D] —=b.. = CD, (110) 


u 
so ist damit das doppeltskalare Produkt zweier Dy- 
aden ®-. W definiert: 

ZUB-- X C Da = EU-D)B-C. 


Auch für dieses Produkt gilt nach (110) das kommutative Gesetz: 
ETE, E N (110”) 


38. Der Tensorbegriff. Der Umstand, daß sich unter den affinen 
Abbildungen die Dehnung befindet, hat dazu geführt, den diese 
Dehnung vermittelnden Operator, die symmetrische Dyade, als 
Tensor zu bezeichnen. Heute gebraucht man das Wort Tensor in 
viel allgemeinerem Sinn; man versteht unter einem Ten- 
soreine homogene Summe von unbestimmten Pro- 
dukten aus beliebig vielen Faktoren, deren Anzahl 
Stufe des Tensors genannt wird. Damit ist also die Dyadeals 
Tensor 2. Stufe zu bezeichnen, während der Vektor als 
Tensor 1. Stufe zu gelten hat; auch die gelegentliche Bezeich- 
nung eines Skalars als Tensor nullter Stufe besitzt Be- 
rechtigung. 

Der Tensor nter Stufe ist also eine homogene 
Form nten Grades, aus Vektorenin formaler Weise 
aufgebaut. 

Ein Tensor 3. Stufe z.B. kann folgendermaßen aussehen: 


T=EUWBETABE + MBnEn. (111) 
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wobei ohne Beweis erwähnt werden soll, daß der allgemeine Tensor 
3. Stufe 9 Summanden enthält; bei Beziehung sämtlicher Vektoren 
auf ein Dreibein entsteht folgender Ausdruck von 27 Summanden: 


N ee 
au POT 3 Ude u’ PERL AD In u DPF 0 En BEST Fern 220 
Dabei gelten für das unbestimmte Produkt von mehr als 2 Faktoren 


folgende formalen Gesetze: 
a) das assoziative Gesetz: 


(11) 


AUBE) = (ABE = ABE; (112) 
b) das distributive Gesetz, z. B. für den ersten Faktor: 
OL WIBE-TBE - EIE (113) 


Man kann diese Gesetze in ähnlicher Weise begründen wie das 
distributive Gesetz (82) für dyadische Produkte, und sie schritt- 
weise für beliebig viele Faktoren erweitern, wenn man sich damit 
begnügt, die Tensoren höherer als zweiter Stufe ähnlich wie die 
Dyaden als Operatoren zu betrachten; schreibt man jedoch den 
Tensoren als Größen höherer Art eine selbständige Existenz zu, 
so tut man am besten, die beiden Gesetzezupostulieren 
undsichaufihre Widerspruchsfreiheitzuberufen. 

Das distributive Gesetz findet seine erste Verwendung bei der 
Reduktion eines Tensors auf seine typische Form von möglichst 
wenig Summanden, oder bei Einführung einer Basis, z.B. eines 
Dreibeins als Bezugssystem. 
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Kapitel 2. 
Von skalaren Parametern abhängige Vektoren. 
S 1. Differentiation eines Vektors nach einem Parameter. 


39. Erklärung der Differentiation eines Vektors. Wenn die auf 
eine feste Basis bezogenen Koordinaten eines Vektors Funktionen 
eines Parameters sind, so wird der Vektor selbst als eine Funktion 


weil) (1) 


dieses Parameters betrachtet. Das geometrische Bild eines derart 
veränderlichen Vektors ist eine Raumkurve, deren Punkte den 
Werten des Parameters u zugeordnet sind, 
wobei der Ortsvektor eines jeden Punktes 
der seinem Parameterwert entsprechende 
Vektor t(u) ist. 


Aus diesem Vektor r(x) erhält man einen 


1 i he 
w(u) neuen Vektor Tu durch Differentiation nach % 


«(u+du) Ar 


nach folgender Definition: 
dr lim ru + 4u) — ru), (2) 


du A Au 


u>0 
S ist ein Vektor in Richtung der Tangente 

0 der Raumkurve;dieserTangentenvektor 
Fig. 28. entsteht durch Grenzübergang aus pR hier 


ist Ar eine Sehne der Raumkurve (Fig. 28). Der infinitesimale 
Vektor dr wird als gerichtetesBogen-oderLinienelement, 
sein Betrag |dr| kurz als Linienelement bezeichnet. Die Aus- 
führung der Differentiation geschieht bei Zugrundelegung eines 
Dreibeins i, j, fin folgender Weise: 


t=iz + jy+ tz; 


dr _,dz | ‚dy 


dz (3) 
T du Tid AE Era 


du 
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-J 


Entsprechend bei allgemeiner Basis a b, c: 


= qax + by + cz; 
dr dæ p2 (3) 
D mot za 
Die Ausführung höherer Differentiation en, ebenso die der 
Integration eines Vektors nach einem Parameter 
erklärt sich in derselben Weise: 


dr EE Ar d'y z, 
d Du Ga ay ble an 5 d 


frau= a fadu+ b fydu E a 3”) 


tio uo 


Nee man an Stelle des beliebigen Piranen u die Zeit £, 


du U du 


50 ist 9 — , die a mit der sich ein Punkt auf der 


eh bewegt; und die Beschleunigung dieser Be- 


Te 
wegung. 


Beispiel: Wird der Vektor 
r = a cosu +b sin u 
als Ortsvektor aufgetragen, so beschreibt sein Endpunkt eine 
Ellipse mit der Parameterdarstellung 
z=acosu, y=bsinu, 
wenn a und b die Beträge von a und b bezeichnen. Dabei sind a 
und b, wenn sie aufeinander senkrecht stehen, Vektoren von der 
Länge und Richtung der Halbachsen, andernfalls zweier konju- 
gierter Halbmesser. 
Zu 2 Punkten der Ellipse mit den Parameterwerten u und u + = 
gehören die Ortsvektoren 
rı = a cos v + bsin u, 


te= — asin u T b cosu; 
die zugehörigen Differentialquotienten sind 
dr a 
(E, = — qa sin u + b cos u, 
dr a 
en = — acosu—bsinu;- 
uja 


sie lassen erkennen, daß die Tangenten in den Endpunkten der 
beiden Halbmesser r, und r, parallel zu t,, bzw. — tr, sind. r, und r, 
sind konjugierte Halbmesser. 
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Setzt man u = wt, wo t die Zeit bedeutet, so ist 


d 4 
ne asinot+ b cos wt) 
die Geschwindigkeit, 
d? . 2 
“e = 0? (— acos ot —bsin wt) = — w’t 


die Beschleunigung der Bewegung; die Beschleunigung fällt 
in die Richtung des Ortsvektors, ist ihm dem Betrag nach propor- 
tional und auf den Mittelpunkt zu gerichtet. Die Bewegung kann 
als eine elastischeSchwingung aufgefaßt werden, die unter 
dem Einfluß einer nach dem Hookeschen Gesetz der Entfernung 
proportionalen Zentralkraft vor sich geht. 

40. Differentiation eines Produkts. AB (ohne Multiplikations- 
zeichen) möge für den Augenblick irgendein Produkt zweier Vek- 
toren X und B bedeuten, die Funktionen eines Parameters u sein 
sollen. Dann ist 

AD _ 
du 


Yu + Au)Blu + Au) — A (u) B lu), 


Au 


lim 


Au>0 


Fügt man im Zähler A (u) B(u-- Au) mit negativem und positivem 
Zeichen hinzu, so wird, bei Ausführung des Grenzübergangs in be- 
kannter Weise, 

(AB) aA aB 

Se a a 2 (4) 
Diese Formel gilt für skalare, vektorielle und dyadische Multipli- 
kation; in den beiden letzten Fällen hat man darauf zu achten, 
daß die Faktoren in den Summanden der rechten Seite nicht ver- 
tauscht werden dürfen. 

In ähnlicher Weise werden mehrfache Produkte differentiiert, z.B. 


imsci-[fnej+uitelranil. eo 


Geometrische Anwendung: Die Gleichung 
per =a" (5) 
kann, wenn r von einem Parameter u abhängt, als Gleichung eines 
Kreises vom Radius a aufgefaßt werden. Die durch Differentiation 


entstehende Gleichung 
dr 


Te h 
a 5) 


T 


ist der Ausdruck der Tatsache, daß die Kreistangente auf dem nach 
ihrem Berührungspunkt führenden Radius senkrecht steht. 
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Die Berechnung von t selbst ist in den für die Ellipse aufge- 


stellten Formeln (Ziff. 39) als Spezialfall enthalten. 
Die Gleichung eines Einheitskreises hat die Form 

ece = 1, (6) 
wenn e der in einen Radius fallende Einheitsvektor ist. Sind e und 
e+ de zwei benachbarte Einheitsvektoren (Fig. 29), so ist de das 
ihre Endpunkte verbindende gerichtete Linienelement des Einheits- 
kreises; es hat die Richtung eines 
Einheitsvektors e, der Tangente im 
Endpunkt von e. Der Betrag von de 
ist das Linienelement des Kreises, das 
mit ds bezeichnet werden soll und 
gleich dem zugehörigen Zentriwin- 
kel de, im Bogenmaß gemessen, ist. 
Also ist der Differentialquotient eines 


Einheitsvektors 
AAEN e: 
ds A2 
oder u 
de=e ds; de=ude. (6) Fig. 29. 


41. Drehung eines Dreibeins.. Die durch eine Winkel- 
geschwindigkeit u in einem Punkt mit dem Ortsvektor r 
hervorgebrachte Tangentialgeschwindigkeit b ist nach 
Ziff. 13 (31) 

b=uXr; 


P d 
drückt man d durch A aus, so folgt 


A 


gruxt. (T) 


Es soll jetzt u auf ein Dreibein i, j, fals Basis bezogen wer- 
den, die als Rechtssystem vorausgesetzt sei: 
ea o (8) 


Für die Geschwindigkeiten der Endpunkte der drei Beine i, j, f 
ergibt sich 


di KE f 

ZuXi= * . aj — Mt, 

lj NR : ’ 

Zu IT Tat * +a f, (9) 
at i ; 

g! Xi=ai— ai * 
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B di dj dt 
Die 3 Vektoren 7p PE I 


ausgeartete affine Abbildung hervor, deren Determinante 
antisymmetrisch ist und verschwindet [vgl. Ziff. 27]: 


gehen aus den Vektoren i, j, t durch eine 


0 Be a 
| — a; 0 aimo. (10) 
fy — A 0 


Die affine Abbildung kann durch die antisymmetrische Dyade 


o =a (tj — j) +a (if — ti) +a Gi — ij) (11) 
vermittelt werden |vgl. Ziff. 34]; die Gleichung (7) wird dann dureh 
dt 


ersetzt. Von dieser Darstellung wird indessen hier kein Gebrauch 
gemacht; erst viel später (Ziff. 243, 260), erlangt sie Wichtigkeit. 
Die Koeffizienten a,, @;, a, lassen sich durch skalare Multipli- 
kation der Gleichungen (9) mit 1, j, Ë bestimmen; so ist z. B. 
=t. (13) 
Wollte man als Basis ein Linkssystem voraussetzen, eine Vor- 
zeichenänderung der rechten Seite von (9) aber vermeiden, so 
müßte man in (8) die Vorzeichen der Maßzahlen q,, @2, a, von u 
ändern. 


§ 2. Natürliche Geometrie der Raumkurven. 

42. Frenetsche Formeln. Führt man für eine Raumkurve 
an Stelle eines beliebigen Parameters u die von einem festen An- 
fangspunkt auf der Kurve gemessene Bogenlänge s ein, so ist 

m der Vektor = ein Einheitsvektor, 
4 weil das Bogenelement ds der 
Betrag des infinitesimalen Vek- 
tors dr ist. 
di _ 
ds 
Lk hat die Richtung der Kurventangente 
im Sinne der wachsenden Bogen- 
länge (Fig. 30). 

Man denkt sich mit der Kurve in jedem Punkt ein begleitendes 
Dreibein verbunden, dessen Beine in folgender Weise festgelegt 
werden: Das erste Bein soll der Tangentenvektor t sein. 


t (14) 


Fig. 30. 
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Die Tangentenvektoren t und t -+ dt in zwei benachbarten Kurven- 
punkten bestimmen die zum Bogenelement ds gehörige Schmie- 
gungsebene der Kurve. Das zweite Bein soll der Einheits- 
vektor n bilden, der die Richtung von dt hat. Dieser Haupt- 
normalenvektor n liegt in der Schmiegungsebene, und steht 
auf t senkrecht. Das dritte Bein ist der Binormalenvektor 
b=tXn. Das begleitende Dreibein ist damit als Rechts- 
system vorausgesetzt. 

Das begleitende Dreibein soll sich längs der Kurve fortbewegen, 
und zwar soll sein Scheitel, der Kurvenpunkt, die Geschwindig- 


keit 1 haben. Außer der hierdurch bestimmten translatorischen 


Bewegung führt, das Dreibein eine Drehung aus: dabei sind die 
dt dn db 
ds’ ds’ ds 
zu bezeichnen. Der Vektor (8), der die Drehgeschwindigkeit nach 
Betrag und Achsenrichtung bestimmt, heißt Darbouxscher Vek- 
tor und soll mit d bezeichnet werden: 


d—= a, t + an -+ azb. (15) 


Für das begleitende Dreibein nehmen die Gleichungen (9) folgende 
Gestalt an: 


Tangentialgeschwindigkeiten der Endpunkte von t, n, b mit 


t ixt= * an — a,b, 
RE e (16) 
db 


-"—dxb=at—an * 
ds f 


ai, Qo, a, ergeben sich durch Bildung der skalaren Produkte von 
der Form (13). Weil b auf der 
Schmiegungsebene, also auf 
zwei benachbarten Tangenten't 
und t + dt senkrecht steht, ist 


4 


also 

Damit reduziert sich der Dar- 

bouxsche Vektor auf (Fig. 31) 
d= a, t + ab; 


er ist komplanar zu t und b; die ; 
Bewegung der Endpunkte von 
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t und b erfolgt normal zur Ebene (t, b), und zwar sind, der Defini- 
tion von n zufolge, dt und n gleichsinnig, während db und n gleich- 
sinnig oder gegensinnig sein können. Also wird 


er ne a 

ATEIT sw. AT man Eh er t 
Geometrisch ist |dt| == de der Kontingenzwinkel, d.h. der 

Winkel der Tangenten, + db |—=dn der Torsionswinkel, d: h. 

der Winkel der Binormalen in zwei benachbarten Kurvenpunkten. 
Man bezeichnet 


le 1 re x Š 
= ,>=EK als erste Krümmung oder Flexion, 
8 o £ 
an Y 


14,7 T” als zweite Krümmung oder Torsion 


der Raumkurve; ọ und z als ihren Krümmungs- und Torsionsradius. 
Dabei ist das Vorzeichen der Torsion dann als positiv festgesetzt, 
wenn db und n gegensinnig sind, wenn also die Bewegung der 
Binormalen beim Fortschreiten des Kurvenpunktes in Richtung t 
eine Rechtsschraubung um t als Achse ist. Somit wird 


a=}= K’; g= L=, (17) 
also der Darboux sche Vektor : 
b=} += 704 K%. (18) 
Aus (16) ergeben sich die Frenetschen Formeln: 
it A *, oder t S o T E 
T= t spa mK » Tb (19) 
E 
Gerade so wie ie | =} und Ks — ie L als erste und zweite Krüm- 


mung einer Raumkurve eingeführt wurden, läßt sich mit Hilfe des 
Winkels benachbarter Normalen eine dritte Krümmung definieren. 
Ei = =. Die Berechtigung der Bezeich- 
nung Totalkrümmung ergibt sich aus dem LancretschenSatz: 


x 


die Totalkrümmung 
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der aus der zweiten Frenetschen Formel folgt, und die dritte 
Krümmung durch die beiden ersten ausdrückt. Man bemerkt, daß 


nach (18) 1 —|d| den Betrag des Darbouxschen Vektors gibt. 
Wollte man ein Linkssystemt,n, b einführen, dabei aber wie 
bisher die einer Rechtsschraubung entsprechende Torsion als posi- 
tiv bezeichnen, so hätte man, abweichend von (17) 
1 


T 


4=—-—— T 


zu setzen. 
43. Formeln für erste Krümmung und Torsion. Um die 

En 1 en A 

Krümmung und die Torsion 2 selbst zu berechnen, denkt 


man sich den Ortsvektor eines Punktes der Raumkurve als Funk- 
tion der Bogenlänge s gegeben. Dann ist 
Keat 
der Tangentenvektor, und 
T D 
er 
dabei bedeuten die Striche Differentiationen nach s. Dann folgt 
aus der ersten Frenetschen Formel (19) durch skalare Multipli- 
kation jeder Seite mit sich selbst das Quadrat der ersten Krüm- 
mung: i j 
EE T 2 
Pas (21a) 
Das Vorzeichen der ersten Krümmung bleibt willkürlich. Die Tor- 
sion ergibt sich aus der dritten Frenetschen Formel (19) durch 
skalare Multiplikation mit n: 
Doa aa 
el © 
In dieser Gleichung sind n und b durch die höheren Differential- 
quotienten von r auszudrücken; aus der ersten Frenetschen For- 


mel folgt a 
iore 
dann ist a 
SO SO L E 
also 


1 
1 au: ot". ; (o v < t^. 
T as 


Bei der Ausführung der Differentiation treten drei gemischte Pro- 
dukte auf, von denen zwei verschwinden; die Torsion wird 


L ar o? [r e”) i (21 p) 


www.rcin.org.pl 


64 Kapitel 2. Von skalaren Parametern abhängige Vektoren. 
Bezieht man den Ortsvektor auf eine feste Basis i, j, É: 
ei tiyt+tR, 


so folgt aus (21a) und (21b) für erste Krümmung und 
Torsion: 


j: Oek, = yg "o SE ea Ea aie 2" ?: 2, (224) 
i ax! y' g 
an a i DU 2: 22b) 


Bei der Anwendung der Formeln (21a, b) und (22a, b) für Krüm- 
mung und Torsion einer Raumkurve darf man nicht vergessen. 
daß in diesen Formeln als Parameter die Bogenlänge 
eingeführt ist. In den meisten praktischen Fällen besteht diese 
Spezialisierung des Parameters nicht von vornherein; man muß 
dann entweder, um die Formeln anwenden zu können, durch eine 
geeignete Substitution die Bogenlänge als Parameter einführen, 
oder aber die Formeln (21), (22) für einen allgemeinen 
Parameter umrechnen. Um das in Kürze durchführen zu 
können, sei wie bisher die Differentiation nach der Bogenlänge s 
durch einen Strich (^), dagegen die nach einem beliebigen Para- 
meter u durch einen Punkt (') bezeichnet; dann wird 


dr 
dr _ dr du _ du 
ds duds dr | 
du 
oder s \ 
rS t CERE 
1 Mr 
ferner F iR. 
Be > Bear; 
x ET Gm 
endlich 
me T . . 
= Apt T, 
VE t 


wo die Koeffizienten p und g im folgenden nicht gebraucht werden. 


ER a EM 1 A 
Die Krümmung = erhält man nach (21a) aus 


I FEED Lt: >, > 
TE ee ee? (233) 
die Torsion wird nach (21b) 
Pu, (23b) 


T Ean 
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Die Umrechnung in Koordinaten ist jetzt sehr einfach und bleibe 
dem Leser überlassen. 

44, Die rektifizierende Fläche. Die Frenetschen Formeln 
beherrschen die ganze Theorie der Raumkurven. Um ein 
Beispiel für die Verwendbarkeit der Frenetschen Formeln zu 
geben, soll die durch Tangente und Binormale einer Raumkurve 

C= lo) 
bestimmte Ebene, ihre rektifizierende Ebene, aufgestellt, 
und deren Hüllfläche, die rektifizierende Fläche, unter- 
sucht werden. 

Ist & der Ortsvektor eines Punktes der rektifizierenden Ebene, 
so ist 

(&—r) n=0 (24 a) 


ihre Gleichung. Um die Hüllfläche der rektifizierenden Ebene zu 
bestimmen, hat man zu der Gleichung (24a) noch die Gleichung 
hinzuzunehmen, die aus ihr durch Differentiation nach dem Para- 
meter s entsteht: 


(X ie nn=0; 
sie wird unter Benützung der Frenetschen Formeln 
&@-9.(-4+2)=0. (24h) 


Die Gleichungen (24a, b) bestimmen für jeden Wert des Para- 
meters s eine Erzeugende der Hüllfläche, eine rektifizierende 
Gerade; ein Vektor (£—.r), der einer rektifizierenden Geraden 


angehört, steht nach (24a, b) senkrecht auf n und auf (- i + $), 
hat also die Richtung von [vgl. (18)] 


ee 


Der Darbouxsche Vektor einer Raumkurve bestimmt also in 
jedem Punkt die Richtung der Erzeugenden derjenigen abwickel- 
baren Fläche, die von den rektifizierenden Ebenen umhüllt wird, 
der rektifizierenden Fläche. 

Die rektifizierende Fläche verdankt ihren Namen der 
Eigenschaft, daß bei ihrer Abwicklung in eine 
Ebene die aufihr liegende Raumkurvein eine Ge- 
rade ausgestreckt wird. 

Lagally, Vektorreehnung. 5 
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Um das zu beweisen, berechnen wir den Winkel de zweier be- 
nachbarter Darbouxscher Vektoren d und d+dd. Hierzu zer- 
legen wir zunächst den Vektor 


t b 
d = EN + ry 
„ In das Produkt aus Betrag |d und 
Einheitsvektor e: 
d=|dle=Dd|(teosa+ bsina), 
wo a den Winkel bezeichnet, den 
d mit dem Tangentenvektor t 
bildet (Fig. 32a, b); hier ist [nach 
(18), (20)] 


à Ftd? 


, A 
Fig. 32a. ID= ae 
1 1 
4 u — 
T = Ò __.* (25) 
cosa =m =—; sina = — 
Pr “w el pl e 
œ Der Einheitsvektor in Richtung d wird 
=r. 
also , 
e—=tcosa + bsina. (26) 
Fig. 32b. 


Bildet man nun das Differential de be- 
nachbarter Einheitsvektoren e und e + de, so ergibt sich nach (6' 


de = e de, (27) 
wo de der gesuchte Winkel ist, e, ein auf e senkrechter Einheits- 
vektor, der sich aus der Figur 32b ablesen läßt: 

e = tsina — b cos a; 
er wird sich sofort auch durch Rechnung ergeben, zusammen mit de: 
Nach (26) ist 
de = dt cosa + db sina — (tsina — b cos a)da, 
Nach den Frenetschen Formeln (19) und (25) wird 


db . 2 
Tt eosa En > sin a => cosa — Z sina = 0; 
. hi = 
miyun de = — ce, da. 
Der Vergleich dieser Formel mit (27) ergibt 
de= — da. (28) 


Damit ist der gesuchte Winkel berechnet. 
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Um das Resultat geometrisch zu deuten, denkt man sich die rekti- 
fizierende Fläche in eine Ebene abgewickelt; gilt dann der zu be- 
weisende Satz, daß die Raumkurve in eine Gerade ausgestreckt 
wird, so müssen jedenfalls zwei benachbarte Tangentenvektoren t 
und t + dt zusammen in diese Ge- 
rade fallen. Hierzu ist notwendig 
und hinreichend, daß a Außen- 
winkel eines Dreiecks ist, in dem 
die gegenüberliegenden Winkel 
a + da und de sind (Fig. 33). Es 
muß also 

a=a + da4 de 


de = — da 


oder 


sein. Das ist gerade die errech- 
nete Bedingung (28), womit der 
Satz bewiesen ist. Fig. 33. 


§ 3. Natürliche Geometrie der Kurven auf einer Fläche. 


45. Begleitendes Dreibein einer Kurve auf einer Fläche’). 
Einer auf einer Fläche F gelegenen Kurve C kann man ein beglei- 
tendes Dreibein in der Weise zuordnen, daß in jedem Punkt das 
erste Bein ein Einheitsvektor t in Richtung der Tangente von C im 
Sinn der wachsenden Parameterwerte ist, das zweite Bein ein Ein- 
heitsvektor t senkrekt auf t in der Tangentialebene, das dritte Bein 
ein Einheitsvektor X in Richtung der Flächennormalen in dem Sinne, 
daß t,t, Nein Rechtssystem bilden, also N =t X t ist. 

Beim Übergang zu einem Nachbarpunkt führt das begleitende 
Dreibein, abgesehen von einer Translation, eine Drehung aus, 
die bei Verwendung der Bogenlänge s als Parameter nach (9) durch 
Gleichungen von der Form 


dt u 

aut + al —a h, 

i 

=u Xi=— at + Hak, (29) 
AN Eh ar a 

de "X N= tat * 


gegeben werden kann, wenn der die Drehung vermittelnde Vektor 
1) Bei Darboux, Lecons sur la theorie generale des surfaces, spielt das 


«triedre mobile» eine fundamentale Rolle. 
5* 
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in der Form N 

u= aqt + at +a N (80) 
angesetzt wird. Den Maßzahlen a,, @,, @s kann ein geometrischer 
Sinn beigelegt werden. Es ist nach (29) 


dt dt z 
= —— N; a= z; i; 

a, ist die Krümmung der Projektion von C in die Ebene (t, Ñ), 
; den Normalschnitt der Fläche durch t. 

und wird Normalkrümmung N ge- 
nannt; die Vorzeichenfestsetzung ist 
durch einen Zweckmäßigkeitsgrund be- 
dingt (Ziff. 50). a, ist die Krümmung 
der Projektion von C in die Tangential- 
ebene (t, t) und wird geodätische 
Krümmung @ genannt. Führt man 
noch die Hauptnormale n der Kurve C 
ein. so ist nach der ersten Frenet- 


7e 


À 


d 3 
schen Formel (19) = == T also wird 


u a Ay 


Fig. 34. q= G= (31) 
wird der Winkel der Schmiegungsebene von C mit der Tangential- 
an ebene o genannt (Fig. 34), so wird 
X We sin 3 Geo, 
o e 
Damit sind normale und geodätische Krümmung der 
Flächenkurve C durch den Radius o ihrer ersten Krüm- 
mung (Flexion) und die Lage der 
Schmiegungsebene bestimmt. Die 
erste der beiden Gleichungen (32) 
gibt einen Zusammenhang zwi- 
schen der Krümmung eines Nor- 
malschnittes und eines dagegen 


(32) 


(af) 


4 


Fig. 35. 


um den Winkel Z —o geneigten Schnittes und wird als Meus- 
nierscher Satz bezeichnet. 

a, und a,, die jetzt geometrisch gedeutet sind, bestimmen zu- 
sammen die Komponente des Drelivektors u, die auf t senkrecht 
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steht, und mithin die Lageänderung von t selbst gibt. Es fehlt 
noch die in Richtung von t selbst fallende Komponente a; t, die die 
Drehung des Dreibeins um t beim Fortschreiten seines Scheitels 
längs t bestimmt. Fig. 35 zeigt die bei dieser Komponente der 
Drehung eintretenden Änderungen (dt) von t und (IR) von N. 
Um a, geometrisch zu deuten, entnimmt man a, aus (29) und setzt 


Ri=-5n-Rtier. (33) 


T heißt geodätische A der Kurve C auf F; sie ist der 
auf die Bogenlänge Eins bezogene Drehwinkel um t als Achse. 


t= i 


= ų=— 


Mit der gewöhnlichen Torsion - hängt die geodätische Torsion 7’ 
der Flächenkurve einfach zusammen. Aus den Frenetschen For- 


meln folgt 1 _dn, N 


T ds 


entnimmt man zur Berechnung dieses skalaren Produkts aus der 
Figur 34: 


n—tceoso—Nsino, 
also 


b =t X n = K cos o + tsin o 


x 1 : ; 
und bildet Se unter Bezugnahme auf (29): 


l x pi 
m = (— azt + a, N) cos o — (a,t — a, t) sin o — (Ë sin o + N cos o) = ; 
so erhält man dn we do 
ds 1 ds’ 
oder nach (33) P 
T= 4S (34) 


eine Gleichung, deren geometrischer Sinn klar ist: Die Drehung der 
Tangentialebene setzt sich additiv zusammen aus der Drehung der 
Schmiegungsebene und der Änderung des Winkels zwischen beiden 
Ebenen. 

Die Gleichungen (29) und (30), die die Bewegung des be- 
gleitenden Dreibeins bestimmen, nehmen folgende endgül- 
tige Form an: 


T uxi =—Gt +» +TR; (35) 
AN 


— =ıx\=Nt —Ti + 
u=Tt+NI+EaN. (36) 
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FürdieBewegungeinesmitdemPDreibeinstarrver- 
bundenen.Vektors b (mit konstanten Maßzahlen in bezug auf 
die Basis t, t, N) gilt nach (35) 

dv 


— == SE 
g UAD 


Der Vergleich der Formeln (31) und (33) läßt einen bemerkens- 
werten Unterschied der 3 Krümmungen einer Flächenkurve 


dt, T (37 


N= t; = 7.1; In 
erkennen. Die Wahl der positiven Richtung % der Flächennormalen 
ist willkürlich und kann im allgemeinen nur in begrenzten Gebieten 
eindeutig durchgeführt werden: mit der Umkehrung der Normalen- 
richtung kehrt sich auch die Richtung f um, wenn nach wie vor 
t, fî, Nein Rechtssystem bilden sollen. Es sind also die Normal- 
krümmung N und geodätische Krümmung @ nur bis auf das Vor- 
zeichen, die geodätische Torsion T aber eindeutig bestimmt. 

Anderseits ändern @ und T ihre Vorzeichen, wenn man ohne die 
Richtung von N zu ändern, die Richtung von f umkehrt, also von 
einem Rechts- zu einem Linkssystem übergeht. Das ist für @, 
das die Abweichung einer Kurve der Ebene t, t von der Geraden t 
n der Lotriehtung f mißt, geometrisch klar. Für T jedoch, das 
das eindeutig bestimmte Maß einer Schraubung ist, ist der Vor- 
zeichenwechsel eine Folge des Umstands, daß jede Schraubung in 
einem Linkssystem mit entgegengesetztem Vorzeichen erscheint wie 
in einem Rechtssystem; dieser Vorzeichenwechsel ist dadurch auf- 
zuheben, daß man, wie das auch bei den Frenetschen Formeln 
geschehen ist, das Vorzeichen der Torsion bei Links- 
systemen anders festsetzt als bei Rechtssystemen, daß man 
also, von (33) abweichend 

Aifa 
setzt. 

In den Gleichungen (35) und (36) treten nur geometrisch 
definierte Größenauf ohne Verwendungeineswill- 
kürlichen Bezugssystems. Man bezeichnet diese Art der 
Behandlung der Geometrie als natürliche Geometrie. Die 
Gleichungen (35) (36) beherrschen die ganze Geometrie einer Flächen- 
kurve; für die Geometrie der Fläche selbst reichen sie nur aus zu 
Untersuchungen in der Umgebung der Kurve. 

46. Geodätische Linien. Wir wollen die Variation der Bogenlänge 
einer Flächenkurve C untersuchen, d. h. die Änderung, die die 
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Bogenlänge erleidet, wenn die Kurvenpunkte eine kleine Verschie- 
bung senkrecht zur Kurve in der Fläche erfahren‘); Anfangs- und 
Endpunkt des betrachteten Kurvenbogens denken wir festgehalten. 

Ein gerichtetes Linienelement d8 von C 
gehe in d3’ über; es möge sich dabei um die / C 
Variation 6d3 ändern, so daß (Fig. 36) 


dd’ — d3 + ôd3 


ist. Dann ist die Bogenlänge der ursprüng- as! 
lichen Kurve C 


s = [|da |= [Yas-a; ön 
die Bogenlänge der variierten Kurve 
s= f|d3' |= fy(d8 + òd8)- (d8 + öd8); 


beide Integrale sind ebenso wie alle folgen- 
den zwischen zwei festgehaltenen Punkten der Kurve C gedacht. 

Unter Vernachlässigung von Gliedern 2. und höherer Ordnung in 
ôdS erhält man durch Bildung des skalaren Produkts unter der 
Wurzel, dann durch Anwendung des binomischen Satzes 


s= [yd3-ds + 2d3-6d3 
= [yas.ds + a + ft a8. 
Mithin ist die Variation der Bogenlänges von C 
ös— |t- ôd8; (38) 

dieser Ausdruck ist jetzt zu berechnen. F 

Hierzu sei die Verschiebung eines Punktes P von C mit tôn be- 
zeichnet, wo f die Richtung, ôn die Maßzahl dieser Verschiebung 
gibt. ôn ist ebenso wie f eine Funktion von s. Der Endpunkt Q 
eines von P ausgehenden Linienelements d8 von C wird also um 
tôn + d(tôn) verschoben, wo das Zeichen d die Bildung eines Diffe- 
rentials verlangt, das der Änderung von s um ds entspricht. Mithin 
geht das Linienelement d3 über in d3 + d(tön); seine Variation ist 

ôd =d (tôn) = dtön + tdön. 

Somit wird nach (38) die Variation der Bogenlänge, wenn man die 
Beziehung t-T=0 berücksichtigt: 


ös— [t-dtön— ft- ðnds, 


Fig. 36. 


1) Vgl. W. Blaschke, Differentialgeometrie I (1921), 5. 89. 
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oder nach (37) 
0 — — [G@önds. 


Die geodätische Krümmung @ einer Flächenkurve 
ist für die Variation der Bogenlänge bei vorge- 
gebener VerschiebungönderKurvenpunkteinder- 
selben Weisemaßgebend wiebeiebenenKurvendie 
gewöhnlicheKrümmung; im Hinblick auf die geometrische 
Definition der geodätischen Krümmung ist das nicht überraschend. 

Von besonderer Wichtigkeit sind diejenigen Linien, für die die 
Variation der Bogenlänge für jede mögliche Verschiebung ön ver- 
schwindet, die Bogenlänge selbst also ein Extremum, imall- 
gemeinen ein Minimum wird beim Vergleich mit allen be- 
nachbarten Kurven. Diese „kürzesten“ Linien heißen geo- 
dätische Linien. Wegen des Verschwindens von ôs für jedes 
ôn muß @=0 sein; und da hieraus umgekehrt wieder das Ver- 
schwinden von ös folgt, ist diese Bedingung charakteristisch. Die 
geodätischen Linien sind die Kurven mit der geo- 


dätischen Krümmung Null. 

Nach (32) ist für geodätische Linien coso=0, also o = + $ . 
Die Hauptnormale fällt also mit der Flächennor- 
malen zusammen, infolgedessen auch die rektifizierende Ebene 
mit der Tangentialebene der Fläche. Die von den Tangentialebenen 
in den Punkten einer geodätischen Linie gebildete abwickelbare 
Fläche ist ihre rektifizierende Fläche, durch deren Ab- 
wieklung die geodätische Linie in eine Gerade ausgestreckt wird. 


Weiter wird nach (32) und (34) 


Normalkrümmung und geodätische Torsion einer 
geodätischen Linie fallen mit der gewöhnlichen 
ersten Krümmung und Torsion zusammen. 

Dem Versuch, die natürliche Geometrie der Flächenkurven und 
ihrer Umgebung zu einer natürlichen Geometrie der Flächen zu 
erweitern, stehen Schwierigkeiten entgegen, die es angezeigt er- 
scheinen lassen, zuerst eine andere Methode zur Behandlung der 
Geometrie der Flächen kennen zu lernen, die sich eines willkür- 
lichen Bezugssystems bedient, und dann erst zur natürlichen Geo- 
metrie zurückzukehren. 
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§ 4. Gaußsche Parameter auf einer Fläche. 

47. Einführung Gaußscher Parameter; Parameterkurven. Um 
einen Punkt P auf einer Fläche festzulegen, bedient man sich nach 
dem Vorgang von Gauß zweier Parameter u, v und macht die 
(rechtwinkligen oder allgemeinen) räumlichen Koordinaten des 
Punktes P, bzw. seinen Ortsvektor, von ihnen abhängig. Z. B.: 

T= n uv); 
=a oder E (40) 
2z = z(u, v); 


Jedem Wertepaarw,wventsprichtdanneinFlächen- 
punkt; die Zuordnung ist bei entsprechender Abgrenzung des 
betrachteten Gebietes eindeutig. 

Die beiden Kurvenscharen v== const, u= const werden als u- 
Kurven, bzw. v-Kurven auf der Fläche bezeichnet; diese Gauß- 
schen Parameterkurven bil- 
den ein die Fläche überdeckendes 
Netz, ein Koordinatensystem auf 
der Fläche (Fig. 37). 

Es ist hier nicht beabsichtigt, auf u =konst 
diesem viel begangenen Weg in die 
Flächentheorie tiefer einzudringen u=konst 
als notwendig ist, um die Methode 
zu zeigen und um die Grundlagen 
für spätere allgemeinere Unter- 
suchungen zu schaffen; außerdem 
soll der Zusammenhang dieser 
Gaußschen Methode mit der 
in den vorhergehenden Ziffern verwendeten und bald (§ 5) wieder 
aufzunehmenden Methode der natürlichen Geometrie klar- 
gestellt werden. (Für diesen letzteren Zweck genügt allenfalls die 
Kenntnis des nächsten Absehnitts [Ziff. 48].) 


48. Metrische Fundamentalform. Durch partielle Differentia- 


Fig. 37. 


2 ò 
tion des Ortsvektors tr nach % bzw. v erhält man nun Vektoren s= 
und A die die Richtung der Tangenten der u- bzw. v-Kurve im 
Punkt P haben. 

Der infinitesimale Unterschied dr des Ortsvektors zweier benach- 
barter Kurvenpunkte P und P’ ist ein infinitesimaler, in der Fläche 


gelegener Vektor; er wird als gerichtetes Linienelement 
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bezeichnet und d3 genannt. In Abhängigkeit von den Gaußschen 
Parametern u, v in P und u + du, v + dv in P’ wird 


d8 =dr =?" du + Ù dv = tudu + de. 41) 


Als (skalares) Linienelement-Quadrat der Fläche wird 
ds?= dr -dt = Tu tudu? 4 2m-t,dudv-r,-t,dv? (42a) 
eingeführt und kürzer 
ds? = Edu?+ 2 Fdudv + Gdr? (42b) 
geschrieben. ds? ist eine definite quadratische Differen- 
tialform, die als erste Fundamentalform, auch me- 
trische Fundamentalform der Fläche bezeichnet wird. 
Die Maßzahlen der metrischen Fundamentalform (erste Fun- 
damentalgrößen) sind 
East BR ur, G=%st5 (43) 
ihre Diskriminante ist 
BG F (Tr Cn) (To el X u|>0: 43) 
In Richtung der Parameterkurven wird das gerichtete Linienelement 


ò ) 
d8 =5 du; d8 =5> dv, (44a) 


wenn die zu den u-Kurven gehörigen Größen durch den Index 1, 
die zu den v-Kurven gehörigen durch 2 bezeichnet werden. Der 
Betrag des Linienelements der beiden Scharen von Para- 
meterkurven ist 
ds, Edu ds,— Y@dr. (44h) 
Diese Gleichungen lassen die geometrische Bedeutung der Größen 
E und @ erkennen’). 
Der Winkel œ der Parameterkurven hängt außer von Æ und G 
noch von F ab; er ergibt sich aus 
daS E 
ds, ds, VEG 
Wenn F überall Null ist, bilden die Parameterkurven ein Ortho- 
gonalsystem. 
Der Winkel # zweier von P ausgehender Linienelemente, die mit 
d8 = tudu + t.dv, 
3 — t ôu + in ôt 


(45) 


CoS w = 


1) Man beachte den Unterschied in der Bezeichnung d,ĝ und ds,. Unter 
d,3 ist das in Richtung der Kurven (1) gebildete Differential eines Vek- 
tors zu verstehen; ds, ist der Betrag des Linienelements ds längs der 
Kurven (1). 
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75 
bezeichnet werden sollen, ergibt sich aus 
un _ 48:68 _ Edudu-+- Fldudv + dvdu) + Gdvödv h 
cosd ds s dsös i (45) 


Der Winkelistebenso wiedasLinienelementdurch 
die Maßzahlen der ersten Fundamentalform be- 
stimmt, diesomitfür die Metrikin der Fläche maß- 
gebend ist. 

Der Flächeninhalt eines infinitesimalen Parallelogramms, 
das von Parameterkurven u, u + du, v, v+ dv begrenzt wird, ist 


dF—dsössino, 
oder nach (44) (45) 


dh VEG — F’dudv. (46) 


Etwas allgemeiner erhält man für den Flächeninhalt eines durch 
zwei von P ausgehende Linienelemente d3 und ó bestimmten 
Parallelogramnıs 

dF— y EG — F?(dudv— dvdu). (46a) 


Berechnet man nämlich das Parallelogramm zuerst als Plangröße 
dX, so ergibt sich 


dI = d3 X 3 = (tu X 1,)(dudv — dvôu) (46b) 


und hieraus nach (43°) sofort der Flächeninhalt @F als Betrag 
von d%. 

Die erste Fundamentalform ist hinreichend für den Aufbau der 
Geometrieinder Fläche, wenn diese als selbständiges zwei- 
dimensionales Gebilde betrachtet wird. 

Von der Gestalt der Fläche im Raum und den möglichen Ände- 
rungen dieser Gestalt durch Verbiegungen, d.h. solche Defor- 
mationen, bei denen der infinitesimale Abstand benachbarter Punkte 
ungeändert bleibt, wird bei dieser Auffassung vollständig abgesehen. 
Die metrischeFundamentalform ds’ = d3-d3 ist nicht 
nureineskalarelnvariantedesgerichtetenLinien- 
elements und als solche vom Koordinatensystem im Raum und 
auf der Fläche unabhängig, sondern sie bleibt auch bei Verbiegun- 
gen ungeändert, sie ist biegungsinvariant. 

Biegungsinvariant sind auch die Minimalkurven der Fläche, 
die durch das Verschwinden der-metrischen Fındamentalform cha- 
rakterisiert sind: 

da-ds—=0 


ds’= Edw? + 2 Fdaudv + Cd —0 (47) 


oder 
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und die geodätischen Linien als diejenigen Kurven auf der 
Fläche, für welche die Bogenlänge zwischen zwei Flächenpunkten 
einen extremen Wert besitzt. (Vgl. Ziff. 46.) 
49. Geodätische Krümmung. Die geodätische Krüm- 
mung (37) 
EB), 
ds 


G (48) 


läßt sich wenigstens für die Parameterkurven leicht berech- 
nen, wenn diese ein Örthogonalsystem bilden, also tut, F=0 ist. 

Für die v-Kurven (v = konst.) soll die geodätische Krümmung 
mit G,, das Linienelement mit ds, bezeichnet werden; entsprechend 
für die v-Kurven mit G, bzw. ds,. 

Zunächst soll für die Berechnung von @, t der Tangentenvektor 
einer u-Kurve in Richtung des wachsenden Parameters u und t der 
Tangentenvektor einer v-Kurve in Richtung des wachsenden Para- 
meters v sein. Dann ist: 
orio Jor 7 


la y yw 
dt wa 10 wm tuu 1 Eu $ 
ds yEðuyE E 2 Eau; 
OT ORTE ir, 
DER VG 9 yG 
Somit wird nach (48) 
G= Eye , (49) 
wenn man bemerkt, daß 
Tu’ te fF=0 


ist. Um Tuu’ Ty zu berechnen, bildet man aus der letzten Gleichung 
und aus T„-t„— E durch Differentiieren: 


tas by | NE 


In 
Tu’ tuo = 2 Ey 5 


mithin 
1 
Tuu’ iy = — 3 Ee. 
Dann wird 
1 Ev 
G=—- 
j 2 EVG 
oder 
1 òyE _ olgyE È. 
6 T YEG O3 m: SEEN (50a) 


§ 4. Gaußsche Parameter auf einer Fläche. Tr 


Für die Berechnung von G; soll jetzt t der Tangentenvektor einer 
t-Kurve in Richtung des wachsenden v, t der Tangentenvektor einer 
ü-Kurve in Richtung des wachsenden u sein. Dann ist 


1 09yGE _ DRV, (50b) 


g -=o a 
G, = VEG òu Òs, 


Die Beschränkung der Berechnung von @ auf die Parameterlinien 
ist nicht sachlicher, sondern rechnerischer Art und kann durch eine 
Transformation der Parameter beseitigt werden. Mit solchen Trans- 
formationen haben wir uns später zu beschäftigen. Bei den ge- 
troffenen Festsetzungen wird es zunächst auffallen, daß beim Über- 
gang von den «- zu den v-Kurven die Vektoren t und t vertauscht 
sind; die Formel (50b) ist also aus (50a) nicht durch eine Drehung 
des Koordinaten-Systems ableitbar. Das ist auch gar nicht wün- 
schenswert. Man erkennt aus (50a,b), daß die geodätische 
Krümmung einer Flächenkurve nur von der metrischen 
Fundamentalform abhängt, alsobiegungsinvariantist. Mit- 
hin muß es möglich sein, die geodätische Krümmung ohne Verwen- 
dung der Normalenrichtung eindeutig zu definieren; die Festsetzung 
eines Drehsinns auf der Fläche wäre aber gleichbedeutend mit der 
Festsetzung einer positiven Normalen. Den getroffenen Festsetzun- 
gen liegt vielmehr folgende allgemeine Festsetzung zugrunde: Ist 
y(u, v) = const die Gleichung der Kurvenschar, für die die geo- 
dätische Krümmung zu berechnen ist, so soll der Vektor t in (48) 
senkrecht zu einer Kurve y = const im Sinn des wachsenden Para- 
meterwertes y gerichtet sein. 

50. Zweite Fundamentalform. Um die möglichen Gestalten einer 
durch ihre metrische Fundamentalform gegebenen Fläche zu bestim- 
men, hat man die (hier nicht weiter zu verfolgende) Aufgabe zu 
lösen, diejenigen Ortsvektoren r =r (u, v) zu bestimmen, für die das 
skalare Produkt ihrer infinitesimalen Änderung mit sich selbst der 
gegebenen metrischen Fundamentalform gleich ist: 

dr-di—=ds’. 

Ist ein Ortsvektor gefunden, der dieser Bedingung genügt, so ist 
die durch ihn bestimmte Gestalt der Fläche ein Objekt 
der Geometrie des Raumes. Die von einem Punkt P der 
Fläche ausgehenden infinitesimalen Ortsvektoren 


d8 = drt = tudu + rdv 
sind komplanar für sämtliche Maßzahlen du, dv und bestimmen 
die Tangentialebene der Fläche in P. Der Einheitsvektor 
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Es tu X tv Au Tuty = 
nr |tux t| YEG-— Ft? Sn 


bestimmt die Normale in P nach Richtung und Richtungssinn; 
er ist geometrisch invariant, also vom Gaußschen Koordinaten- 
System unabhängig. 

Bildet man den infinitesimalen Unterschied EN des Normalen- 
Einheitsvektors ®% in den benachbarten Punkten P und P’, 
und sodann das skalare Produkt dr-ANR, so gelangt man zu einer 
quadratischen Differentialform, die vom Koordinaten-System un- 
abhängig, aber nur für die vorliegende Gestalt der 
Flächeinvariant, und nicht biegungsinvariant ist. 
Es ist gebräuchlich, das negative skalare Produkt (52a) 


p = — dr- dR = — [tu Nudu? + (tu N + te N )dudv+ re Ryde] 
als zweite Fundamentalform einzuführen und kürzer 
p = — dr- AR = Ddu?+ 2 D’dudv + D” Av? (52b) 
zu schreiben. 
Um die zweiten Fundamentalgrößen D, D’, D” zu be- 


rechnen, setzt man am besten @ in eine andere Form. Aus der 


Gleichung En 
er Jt =L 


die aus (51) folgt und das Senkrechtstehen der Normale auf der 
Tangentialebene zum Ausdruck bringt, folgt durch Differentiieren 
dr- dN + Cr- R= 0 
taue N, + Tun N — 0, 
Tu’ N + Tue’ N = 0, 
Tne Ru H Tun N =0, 
To Rae F Tro N = 0. 
Also ist nach (52a) die zweite Fundamentalform 
p = Pr N — tuu NAU? F tuo Ndudv + tee Ndr? 


und die zweiten Fundamentalgrößen sind 


oder 


oder 


D = —— T,® enee Tuu’ Mi 
D' =— — 1 No = eur, (54) 
D'— — Ty Re = tort N; 


oder nach (51) 
DE [tu u Tuti ] D [tu v Tu tv] D" [tv v Tu tv ] £ (54°) 


< Jerar € i yEG-F ~  yEgG-r 
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Die zweite Fundamentalforım besitzt eine einfache geometrische 


F ` 19 EN AE ,. 
Bedeutung. Da nach (37) N= = ai aeti die Normalkrümmung 


einer Flächenkurve ist, ist nach (52b) 


Ddu- 2 D'dudv + D" dr? 


N= Edw-+2Fdudv+ Gdi? 


(55) 
die Normalkrümmung jeder Flächenkurve, die 


ze bestimmten 
Richtung geht, oder die gewöhnliche Krümmung des durch 
diese Richtung gehenden Normalschnittes der Fläche. Für die Ein- 
heitskugel wird, wenn W — -+ r vorausgesetzt wird, die zweite Fun- 
damentalforın mit der ersten bis auf das Vorzeichen übereinstimmen. 
Dann besitzt nach (55) jeder Normalschnitt der Einheitskugel die 
Normalkrümmung ~ 1. 


durch einen Punkt u, v in der durch 


öl. Haupttangentenkurven. Durch das Verschwinden der zwei- 
ten Fundamentalform 

UCN = (56a) 

Ddw + 2 D'dudv + D” dr*=0 (56b) 


ist ein die Fläche doppelt überdeckendes System von Kurven defi- 
niert, die als Haupttangentenkurven der Fläche bezeichnet 
werden. Die zweite Fundamentalform kann definit oderin- 
definit sein; im ersteren Fall sind die Haupttangentenkurven 
imaginär, im zweiten reell. Die Entscheidung wird durch das 
Vorzeichen der Diskriminante von (56b) 


MD: DEZ 


geliefert. Für den Übergangsfall D D”— D”—=0 fallen beide Scha- 
ren von Haupttangentenkurven zusammen. 

Eine geometrische Eigenschaft der Haupttangentenkurven läßt 
sich aus (56a) ablesen. Beim Fortschreiten eines Flä- 
chenpunktes längs einer Haupttangentenkurve 
drehtsich die Tangentialebeneum die Kurventan, 
gente. Weiter erkennt man aus (55), daß das Verschwinden 
der Normalkrümmung für die Haupttangenten- 
kurvencharakteristischist. 

52. Sphärisches Bild einer Fläche. Trägt man die Einheits- 
vektoren N der Normalen einer Fläche von einem Punkt O aus auf, 
so erfüllen ihre Endpunkte eine Einheitskugel und ordnen deren 
Punkte den Flächenpunkten zu; bei geeigneter Abgrenzung eines 


oder 
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Gebietes auf der Fläche wird die Zuordnung ein-eindeutig. Diese Zu- 
ordnung wird als sphärische Abbildung der Fläche be- 
zeichnet (Fig. 38). 

Zwei Nachbarpunkten r und r+ dr der Fläche entsprechen zwei 
Nachbarpunkte N und % + dR der Bildkugel. Das Bild eines Linien- 


g Kran elements dr der Fläche ist das 
Linienelement dN der Einheits- 
kugel. 

E” Die für Haupttangentenkurven 

RR gültigeGleichung (56a)dr-AN—0 


läßt sich so deuten: Jedes 
Linienelement einer 


ANGI Haupttangentenkurve 
Pa MAR stehtaufseinemsphä- 
rischen Bild senk- 


recht. 

Um AR allgemein zu be- 
rechnen, bemerkt man, daß 
die Fläche und ihre Bild- 

Fig. 38. kugel in entsprechenden 

Punkten parallele Tangen- 

tialebenen besitzen. Es sind also sämtliche Linienelemente AR, die 

sämtlichen von einem Punkt der Fläche ausgehenden Linienelemen- 

ten dr entsprechen, zu diesen und untereinander komplanar. Folg- 
lich kann 


AR = ptu + qtie (57) 
mit unbestimmten (infinitesimalen) Maßzahlen p, q angesetzt wer- 


den; dabei ist 
AN—_N, du + Roder. 
Um p und q zu berechnen, multipliziert man (57) skalar mit ta und ty 
und erhält nach (54) und (43) 
— D du — D' dr=pE + qF, 
— D'du— D'dv=pF+g6. 


Aus diesen beiden Gleichungen und (57) lassen sich p, q eliminieren; 
man erhält 


AN er ı* 
I—Ddu—Ddv E F=0. (58) 
|—Ddu— D'r F G 
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Diese Gleichung gilt für alle Werte du, dv, zerfällt also in zwei 
Gleichungen, die das sphärische Bild dR von dr 
vollständig bestimmen (Weingartensche Gleichungen): 


i Were ai 0 | 1 | Tu w 0 | 
N,= ge p E F D|; R= gg F| E F D' |. (58°) 
IFGD re 


53. Krümmungslinien. Da ein Linienelement dr und sein sphä- 
risches Bild dN der Tangentialebene parallel sind, ist das Vektor- 
produkt dN X dr ein in die Richtung der Normalen fallender Vektor 

AN XAr—oeN. (59) 
o = [Nda Ndr] ist eine nach (58) im allgemeinen nicht verschwin- 
dende Maßzahl; ein Linienelement und sein sphärisches Bild sind 
im allgemeinen nicht parallel; dieNormaleninbenachbar- 
ten Punkten r und r+dr einer Flächeschneidensich 
imallgemeinen nicht. 

Die Bedingung des Schneidens benachbarter Normalen 
oder des Parallelismus eines Linienelements mit 
seinem sphärischen Bild ist 

AN X dı=0; (60 a) 
diese Bedingung ist, da die Richtung des Produktvektors nach (59) 
bereits bekannt ist, einer einzigen skalaren Bedingung äquivalent, 
nämlich dem Verschwinden der Maßzahl o: 

[NdNRdr]=0. (60 b) 

Diese Differential-Gleichung2. Grades definiert eine die 
Fläche doppelt überdeckende Kurvenschar, ihre Krümmungs- 
linien. 

Man bemerkt, daß fürdieKrümmungslinien das Ver- 
schwinden der geodätischen Torsion charakteri- 
stisch ist, da die Bedingung [vgl. (33)] 


T= t]=0 (600) 
mit (60b) gleichwertig ist. 


54. Geodätische Torsion. Um die geodätische Torsion T einer 
beliebigen Flächenkurve mittels G a u B scher Parameter zu berech- 
nen, setzt man (33) 


d 
T= [n m t] 
in die Form i 
in die 
7 tu >X< tv dN >x< dr 
VBG- de 
Lagally, Vektorrechnung. 6 
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[er 


oder nach dem Entwicklungssatz 
nn 
ds? YEG — F° 


Tu’ AN Ty’ AN 
td tocar 


Ausführung der skalaren Produkte gibt nach (43), (57) 


T= 1 Edu+Fdv Fdu+ G dv | 61) 
a d£ yEG — F?| Ddu+D'dv D'du + D’dv|' ; 


Damit ist die geodätische Torsion allgemein be- 
rechnet. Die geodätische Torsion einer Kurve in einem Fläcken- 


punkt (u, v) hängt nur von dem Quotient = ab, der die Richtung 


der Flächenkurve im Punkt (u, v) bestimmt; die Gleichung der 
Kurve tritt in T nicht auf. Es haben also alle Flächenkurven, die 
in einem Punkt die gleiche Tangente besitzen, dort die gleiche geo- 
dätische Torsion. Da für geodätische Linien geodätische und ge- 
wöhnliche Torsion identisch sind, erkennt man: Die geodä- 
tische Torsion einer Flächenkurve ist in jedem 
Punktgleich der Torsiondersiedortberührenden 
geodätischen Linie. 

Ein wichtiger Satz gilt für die geodätische Torsion sich senkrecht 
schneidender Kurven. Wir beziehen die Fläche auf ein Orthogonal- 
system (F'==0) und berechnen die geodätische Torsion 7, der 
u-Kurven (v = const) und T, der v-Kurven (u = const): 


ee 1 Edu Ddu -D 
i EdwyEG| 0 Didu| yE@ 
nee a Ne Ddv| _ D' 
RLT Gd yEG | Gdv D"dv VEG 


Sich senkrecht schneidende Kurven besitzen im 
Schnittpunkt entgegengesetzt gleiche geodätische 


Torsion: T+TB=0. (62) 
Im folgenden soll unter Weglassung der Indices die Bezeichnung 
T=--T-=-T (62) 


verwendet werden. 

Aus der Bedingung des Verschwindens der geodätischen Torsion 
für die Krümmungslinien folgt die Differentialgleichung 
der Krümmungslinien für Gaußsche Parameter: 


Edu+Fdv Fdu + Gdv 


Daut Dde Ddu+D’dr| (63) 
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55. Eigenschaften der Krümmungslinien. Der Vollständigkeit 
halber mögen einige weitere, mit der Theorie der Krümmungslinien 
in Beziehung stehende Sätze Erwähnung finden. 

Nach (55) gibt 


(NE + Ddu?+2(NF+ Dydudv+ (NG + DYdv?’=0 (64) 


den Zusammenhang zwischen einer Richtung pa und der Krüm- 
mung Y des zugehörigen Normalschnitts; jeder vorgegebene Wert N 
der Normalkrümmung gehört umgekehrt zu zwei Richtungen. 

N nimmt einen extremen Wert an, wenn gleichzeitig mit (64) 
auch die = re bestehen, die aus (64) durch Differen- 


tiieren nach 5% * oder $? Z hervorgehen: 


a T + (NF + D')dv =0, 
(NF-+ D')du + (NG + DYdv—=0,. 


Durch Elimination von N erhält man hieraus die Differentialglei- 
chung (63) der Krümmungslinien als der Kurven, in 
denendieNormalkrümmungeinenExtremwertan- 
nimmt. Diese Extremwerte heißen Hauptkrümmungen und 
sollen mit Mı und Nır bezeichnet werden. Sie sind die Wurzeln der 


: ; ` E aUe 3 dv 
quadratischen Gleichung, die aus (65) durch Elimination von S- 


(65) 


hervorgeht 
NE+D NF+D|_ 
NF+D' NQG+ D" 


oder 
N’(EG— F> + MED"—2FD + GD)-+(DD"— D?) =0. (66) 


Aus dieser Gleichung lassen sich die symmetrischen Funktionen der 
Hauptkrümmungen ablesen; man bezeichnet als Gaußsche 
Krümmung K der Fläche das Produkt, als mittlere Krüm- 
mung der Fläche das arithmetische Mittel der Hauptkrümmun- 
gen, und erhält 


WEAN DD"—D': 
KE =N N EG- FR?’ (67a) 
1 1 ED"—2FD'+ GD i 
BEN NE INTE an $ (67b) 


Namentlich die Gaußsche Krümmung ist von fundamentaler Be- 
deutung und wird uns später noch vielfach beschäftigen. 

Endlich sei noch gezeigt, daßdieKrümmungslinien, die, 
wie erwähnt, die Fläche doppelt überdecken, ein Orthogonal- 
system bilden. Betrachtet man die beiden Scharen von Krüm- 

6* 
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mungslinien selbst als Parameterkurven u= const, v= const, so 
muß die Differentialgleichung (63) durch u = const und v= corst, 
also du=0 und dv==0 erfüllt sein. Hiernach ist 

EF -EG 

pol” 0 und pp” 0. 
Schließt man den nur für ganz spezielle Flächen (Kugel und Ebene) 
geltenden Fall aus, daß die beiden Fundamentalformen proportional 
sind, also jedes Linienelement seinem sphärischen Bild parallel ist 
und benachbarte Normalen sich immer schneiden, so sind diese 
beiden Gleichungen nur erfüllt, wenn gleichzeitig 


F=0 und D’=0 


ist. Die erste dieser Bedingungen ist in der Tat die Orthogonalitäts- 
bedingung, während auf die geometrische Bedeutung der zweien 
nicht eingegangen werden soll. 


§ 5. Natürliche Geometrie der Flächen. 


56. Rückkehr zur natürlichen Geometrie. Die natürliche Geo- 
metrie einer Raumkurve, gleichgültig ob diese frei im Raum oder 
als Kurve einer Fläche betrachtet wurde, war auf der Einführung 
der Bogenlänge als Parameter aufgebaut. Um zu einer natürlichen 
Geometrie einer Fläche zu kommen, liegt der Versuch nahe, zwei 
geeignet zu wählende Bogenlängen als natürliche Parameter zur 
Festlegung eines Punktes einzuführen. 

Bei einem vorgelegten System von Parameterkurven z, v hat man 
zu unterscheiden zwischen der Gesamtheit der beiden Kurven- 
scharen, welche allen kontinuierlich veränderlichen Werten von u 
und v entsprechen, und einem der Anschauung dienenden Netz von 
Kurven, welche diskreten Werten von u und v mit gleichen Para- 
meterdifferenzen Ax und Av entsprechen, z. B. den ganzzahligen 
Parameterwerten; dieses Netz läßt sich nachher durch gleichartige 
Unterteilung der Parameterdifferenzen beliebig verdichten, bleibt 
aber gleichwohl von der Gesamtheit der Kurven begrifflich ver- 
schieden. Das Kurvennetz besitzt z.B. ein bestimmtes Netz von 
Diagonalkurven, die Kurvengesamtheit aber nicht. 


nur von je einem der alten Parameter abhängen, wird weder die» 


einzelne Parameterkurve noch ihre Gesamtheit, wohl aber ihre An- 
ordnung zu einem Netz geändert. 
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In dem Netz sind die Linienelemente (Fig. 39) 
ds= Blu, de= Go (68) 
die Maschenlängen der durch 2 Nachbarpunkte P und Q bestimmten 
Netzmasche. Da E und G im allgemeinen von u und v gleichzeitig 
abhängen, sind ds, und ds, keineintegrablenDifferen- 
tiale; es existieren in dem Netz keine als Bogenlängen zu deuten- 
den Parameter s, und s,. die Funktionen von u. bzw. v allein sind. 


Fig. 39. 


Geometrisch ist das klar. Die zwischen zwei Parameterkurven %, 
und v, auf den Kurven v= const gemessene Bogenlänge 


ĝi p= [VE@, v) du 


ist eine Funktion des Parameters ©, und bleibt das auch, wenn 
die Anordnung der Kurven u= const geändert wird. Wollte man 
wie in Fig. 40 versuchen, s, und s, dadurch zu Funktionen von %, 
bzw. v allein zu machen, daß man sie auf festen Parameterkurven 
mißt, so hätte man zwar zwei einen Punkt P der Fläche bestim- 
mende, als Bogenlängen zu deutende Parameter, aber diese Bogen- 
längen würden nicht im Punkt P enden und die Differentiale ds,, 
ds, nicht die Maschenlängen in der durch P und einen Nachbar- 
punkt Q definierten Netzmasche sein. Eine Ausnahme von dieser Be- 
trachtung machen nur die als Gewebe bezeichneten Netze, die aus 
Rhomben von gleicher Maschenlänge bestehen: solche gibt es auf 
jeder Fläche, doch bereitet die Bestimmung des Maschenwinkels 
Schwierigkeiten (Tscehebycheffsches Problem). Quadratische 
Gewebe gibt es nur in der Ebene und auf den darauf abwickelbaren 
Flächen. 

Für den Aufbau der natürlichen Geometrie einer Fläche legt man 
am besten zwei orthogonale Kurvenscharen u, v mit 
F=0( zugrunde, da bereits in der natürlichen Geometrie einer 
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Flächenkurve in jedem Punkt die Senkrechte auf der Kurve suf- 
tritt. Neben den tatsächlich stets vorhandenen und für die Beerech- 
nung geometrischer Größen als Ortsfunktionen auf der Fläche ın- 
vermeidlichen, aber selten in Erscheinung tretenden Urparamet:rn 
u, v verwendet man zur Berechnung der Änderungen geometriscier 
Größen die nicht integrablen Bogen-Differentisle 
ds,, ds, nach (68). 

Im folgenden werden alle auf die «-Kurven (v = const) und v- 
Kurven (u= const) sich beziehenden Größen durch die Indices 1, 
bzw. 2 bezeichnet: so insbesondere die 3 Krümmungen jeder ler 
beiden Kurven mit 

West R bzw. NG, T 

57. Richtungsdifferentialguotienten und Integrabilitätsbe- 
dingung. Unter dem Richtungsdifferentialquotient einer skalaren 
oder vektoriellen Ortsfunktion f= f(u, v) auf der Fläche in Rich- 
tung einer Kurve der ersten Schar wird der Grenzwert 


RE OR fu+4u,9)-fwv) __ 1 of 


As, u+du yE ou 
[ve au 
OR 5 
verstanden und mit ar bezeichnet. 
1 
Also: 
or on 
O VE 9u 
ebenso l (69) 
oT ae E 
DEN yG 9 


Der Begriff des Richtungsdifferentialquotienten deckt sich mit 
dem des gewöhnlichen Differentialquotienten, wenn ds, bzw. ds, 
ein integrables Differential, also s, bzw. s, ein Parameter ist; für 
nicht integrable Differentiale stellt er eine Verallgemeine- 
rung dieses Begriffes dar. Man wird also auch nicht erwarten, daß 
sämtliche Gesetze der gewöhnlichen Differentialrechnung für Rich- 
tungsdifferentialguotienten gelten. Insbesondere gilt folgender Satz: 

In höheren Richtungsdifferentialquotienten 
nach verschiedenen Richtungen ist die Reihen- 
folge der Differentiationen nicht vertauschbar. 

Um ihn zu beweisen, geht man von der Vertauschbarkeit der 
Differentiationen in der gewöhnlichen Differentialrechnung aus. Man 
bildet 
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of DR ale 
L= yE 3L ðs’ ðv G Fs; 


ò = òv rn VG, „(VE se); 
TE) 


Wegen der Gleichheit der linken Seiten der beiden letzten Gleichun- 
gen gilt die Gleichheit der rechten Seiten: 


nenn 


Bei der Ausführung der Differentiation ist zu bemerken, daß die 
Differentiation eines Produkt wie gewöhnlich erfolgt; das ist nach 
(69) einzusehen. Für die dann auftretenden 2. Differentialquotien- 
ten wird festgesetzt, daß 


ER ei 
Òs, 08, 08,08, 
geschrieben werden soll, daß also die rechtsstehende Operation zu- 


erst En, werden soll. Dann gilt 
ò yE t EG òf ò yG of 
EG, sn a; yG DER er PER a VE 08, 08’ 


also 
ar em en 
oo 0805, 08 O ÒS, 08% x 


Da die rechte Seite dieser Gleichung nicht verschwindet, ist der 
Satz bewiesen. 

Die Koeffizienten der ersten Differentialquotienten in (70a) sind 
die geodätischen Krümmungen der Parameterkurven; das kann 
nach (50a,b) als bekannt übernommen werden, wird aber unten 
auch unabhängig bewiesen; also 

ò? df ò ò 
e a a (Tow) 
Diese Gleichung wird häufig nur für die Operationssymbole ange- 
schrieben): 


ò? 0° ò ò 

mo dain lion i NdR 

Sie findet stets Verwendung, wenn die AufstellungderInte- 

grabilitäts-Bedingung eines simultanen Systems 

von Differentialgleichungen notwendig wird; sie soll selbst als 
Integrabilitäts-Bedingung bezeichnet werden. 


1) Cesaro-Kowalewski, Natürliche Geometrie. (1901.) S. 19. 


(70e) 
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Zunächst soll also in einer von der Methode der G a u B schen Para- 
meter unabhängigen Weise gezeigt werden, daß G, und G, die geo- 
dätischen Krümmungen der Kurven beider Scharen sind. Setzt man 


für f den Ortsvektor rt ein, also oL = fj = —t,, so wird (70b) 
2 


Os, 
h =6h-Gt. (71) 
Durch skalare Multiplikation mit t, bzw. t, folgt, daß in der Tat 
=S= Sh, 
ee, 


in Übereinstimmung mit (37) die beiden geodätischen Krümmungen 
sind. 
Multipliziert man weiter (71) skalar mit W, so folgt 


dt, dt, r: i 
a a e (72) 


Bildet t,, t,, N ein Rechtssystem, mithin t,, t, N ein Linkssystem, 
so ist nach (33) und zufolge der Bemerkung über das Vorzeichen 
der Torsion bei Verwendung von Linkssystemen [Ziff. 42, letzter Satz]: 


ih =T; R=.. (73) 
1 2 


Somit folgt nach (72) die bereits bekannte Relation (62) 

T+R=0, (73) 
die also auch nicht aus der Theorie der Gaußschen Parameter 
übernommen zu werden braucht. 

68. Geometrische Deutung der Integrabilitätsbedingung. Der 
Integrabilitätsbedingung kann ein geometrischer 
Sinn beigelegt werden; hierzu bringt man sie am besten in eine 
andere Form. Wir nehmen auf einer Fläche zwei Kurvenscharen u 
und v und bezeichnen die Änderung einer Funktion f=} (u, v), 


5 g ò : 2. 
wenn u um du wächst, mit d, f = SL du, ihre Änderung, wenn v um 


dv wächst, mit fl ar. Der Funktionswert in dem Punkt 


(u+ du, v+ dv), der dem Ausgangspunkt (u,v) in einer Masche 
des Kurvennetzes gegenüberliegt, kann auf zweierlei Wegen berech- 
net werden. Auf dem ersten Weg läßt man zuerst u um du wach- 
sen und erhält (Fig. 41) 


fatdsy=f+ Kt, 
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sodann v um dv und erhält 
fu + du, v + dri) =f+ d f+ aff) 
=f+ dft dhf +H haf. 


Auf dem zweiten Weg läßt man zuerst v, dann u sich ändern und 


emnat e aa a a 
Ist f(u, v) eineeindeutige Funktion in der Umgebung von 
(u, v) auf der Fläche, so sind die bei- 


u,v+dv u+du,urdv 
den erhaltenen Werte gleich, also 
ddf — dida f = 0. (T4) 
Um nun die linke Seite dieser Ein- 
deutigkeitsbedingung zu be- 
rechnen. bildet man pP 
u,v 
dt a udv can 
5 Fig. 41. 
B: 
oder nach (69) 
ds, ds. 
pd f= 6,.(VE5 £) en 
ER = y ] RC z 


[of òf 
h- G, er "ds, ds,. 


Damit geht die Eindeutigkeitsbedingung (74) in die 
Integrabilitätsbedingung (70b) 


Of Dar as = 
P 5 08 we: Dr Bi Gey, SL) ds, ds,=0 (75) 
über 
Die Bedingung (71), in der f durch den Ortsvektor r ersetzt ist, 
wird als die Schließungsbe- d (etdyi 


dingung für ein von zwei Kur- 
venpaaren beider Scharen be- 
stimmtes Viereck erkannt; nach 
(74) erhält man 


rede: A) 


diese Gleichung läßt sich auch * 
durch die Anschauung aus Fig. 42 
ablesen. 

Wir bemerken, daß zwei Kur- 
venscharen im Raum nur dann auf 
einer Fläche liegen, wenn zwi- 
schen ihren Richtungen und ihren 0 
Richtungsänderungen eine ganz Fig. 42. 


fd, luwrd u) 


nd 


d,“ 
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bestimmte lineare Beziehung von der Form (71) besteht, und caß 
dann die Maßzahlen G, und @,, die in dieser Beziehung auftreten, 
die geodätischen Krümmungen der Kurven auf der Fläche sind. 
Die allgemeine Eindeutigkeitsbedingung (74)sagt aus, daß 
eine eindeutig definierte skalare oder vektorielle Funktion fauf 
derFlächebeim Umlauf desFunktionsortes um ein çe- 
schlossenes Viereck wieder ihren Ausgangswert annimnt. 


59. Fundamentalformeln der Flächentheorie. Jetzt ist es leicht, 
die natürliche Geometrie einer Fläche aufzubauen, indem 
man die Formeln (35) und (36) fürdieBewegungdesbegleiten- 
den Dreibeins einer Flächenkurve auf die beiden Scharen von 
sich orthogonal schneidenden Parameterkurven anwendet. 

Für die Kurven der ersten Schar hat man t, t, WR dureh t,. t, N 
für die zweite durch t, tı, Ñ zu ersetzen. Nimmt man t,, ta, N als 
Rechtssystem, also t, tı, N als Linkssystem an, so sind für die erste 
Kurvenschar N, G, T durch N, G, T,, für die zweite durch 
N, Ga — T, zu ersetzen; dabei kann man wieder nach (73) und 
(62) T. = — T,= T setzen. Endlich hat man von den beiden Dar- 
bouxschen Vektoren u, u, den ersten wie in (36), den zweiten nit 
umgekehrten Vorzeichen anzusetzen. [Vgl. Ziff. 41, letzter Sasz.] 

Somit ergeben sich folgende Fundamentalformeln'): 


) X 
S =nXh= * OLN 
auxXh=-Gh > +R, GW 
z =X R= Mt T; K 

E E ANE A (Ta) 
ðt a a : ar 
BauxXb- + GL 
A nX h= Gh * +R, Toi) 
5 =X R= Mh Ti k 


e A Nt-aN. (TTb) 


1)Diese Formeln sinddenUnbeweglichkeitsbedingungen gleichwertig, 
die sich bei Cesaro-Kowalewski, Natürliche Geometrie (1901), S. 201 finden. 
Die vektoriellen Formeln finden sich bei Burali Forti, Fondamenti per la 
geometria differentiale col metodo vettoriale generale. Rendiconti di Palermo 33, 
1912, S. 1 ff., in der hier angegebenen Form und Bezeichnung bei Lagallys 
Über Spannung und elastische Deformation von unebenen Membranen, Zeit- 
schrift für angewandte Mathematik und Mechanik 4, 1924, S. 377 ff. 
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Durch skalare Multiplikation von (76a,b) mit t,, t N kann man 
nachträglich die Richtigkeit der auftretenden Maßzahlen N,, W», 
Gi, G,, T bestätigen. Für die Bewegung eines mit dem Dreibein 
starr verbundenen Vektors b gilt nach (7) 

=u Xb; =n Xo. (78) 

60. Formeln von Gauß und Codazzi. Die in den Fundamental- 
formeln auftretenden Werte der Paare von Differentialquotienten 
je eines der 3 Vektoren t,, t N werden nur dann miteinander ver- 
träglich sein, wenn sie der Integrabilitätsbedingung genügen, die 
für jeden der 3 Vektoren gesondert aufzustellen ist. 

Man kann diese 3 Integrabilitätsbedingungen aber durch eine 
einzige ersetzen, die einen einfachen geometrischen Sinn besitzt. 
Wir denken uns auf der Fläche ein von je zwei Kurven jeder der 
beiden orthogonalen Scharen gebildetes Viereck, und weiter einen 
Vektor v, der mit dem begleitenden Dreibein einer dieser Kurven 
starr verbunden ist. Dieses Dreibein kann man um das Viereck be- 
wegen; in jeder Ecke tritt eine Vertauschung der Kurventangente 
mit derKurvennormalen ein,die Flächennormale bleibt erhalten. Der 
mit dem Dreibein starr verbundene Vektor v ändert 
sich aber auch in den Ecken stetig, kommt nach dem Um- 
laufen des Vierecks mit dem ursprünglichen Be- 
trag und der ursprünglichen Richtung im Aus- 
gangspunkt wieder an, ist überhaupt in der Umgebung des 
Ausgangspunktes eindeutig. 

Der Vektor b genügt also der Integrabilitätsbedingung (70c) 

Ab’ 08 S EAN A od 
03,08 0808, 108, 208, 


oder nach (78) 
ò ò 
Ja, XD) — z; X vD) = Gu Xn — Gu, X. 


Differentiation der Vektorprodukte und nochmalige Anwendung 
von (78) liefert 


(Se 3) X b+ u X (t X b) — t X (u, X 0) = (G, u, — Ga u) X b. 


Jetzt kann man nach Ziff. 21 (51) die Differenz der beiden dreifachen 
Vektorprodukte durch das dreifache Vektorprodukt (u, X u,) X v 
ersetzen; weil dann sämtliche Glieder der Gleichung den Faktor v 
enthalten und die Gleichung für jeden Wert von b gilt, kann man 
diesen Faktor weglassen. Es ergibt sich 


ou Oilo R 
In Ja T U X = Gi Col, (79) 
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als Integrabilitätsbedingung. Dieser Bedingung 
müssen die zu beiden Kurvenscharen gehörigen 
Darbouxschen Vektoren genügen, damit eine ein- 
deutige Bewegung eines begleitenden Dreibeins 
um ein Kurvenviereck möglich ist. 
Die Gleichung (79) ist 3 skalaren Gleichungen gleichwertig. Nach 
(77a,b) erhält man: 
oT ON, òG, oT ON, 
rat htacht 
PrO ò ò ou 0 
+TE+ NER AH TE+NS+RN 
th N 
=|T N, G, +G(TtL +H Nt t GN) ET, Nt + eR). 
T N, G, 
Ersetzt man nun die Richtungsdifferentialquotienten nach (76a, b) 
durch die Einheitsvektoren t,, t,, N und ordnet nach diesen, so zer- 
fällt (80) in 3 Gleichungen +) zwischen N,, N,, Gi, @, T: 


06, 
TE 


(80) 


EA E S ITQ —0: i 
ae ton t Mim NM) Gate; (ama 

2M IT iMm — Na iTA = 0; (81b) 
2 1 

dG, òG E E E N _m 

08 rn =G = &’=N,N,— E. (810) 


Die wichtigste von diesen 3 Gleichungen ist die dritte, die G a u B - 
sehe Gleichung; die beiden ersten 
pflegt man als Codazzische Gleichun- 
gen zu bezeichnen. 

61. Gaußsche und mittlere Krün- 
mung. In einem von zwei Paaren der 

4, orthogonalen Parameterkurven auf der 
Fläche gebildeten Viereck bezeichnen 
wir die vom Punkt u, v ausgehende Diago- 

nale mit ds; sie bilde mit den Seiten ds, und ds, die Winkel a und 


5 —a, so daß (Fig. 43) 


ds, ER 
S qe ina (82) 


ist. Dann wollen wirdenRichtungsdifferentialquotient 


ds, 
Fig. 43. 


= ¢08 4, 


- einer Ortsfunktion f bilden. 


1) Vgl. Cesaro-Kowalewski, Natürliche Geometrie (1901), S. 202. 
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Die Änderung der Funktion f beim Übergang des Funktionsortes 
in die gegenüberliegende Ecke des Vierecks ist 


df= ds; 
anderseits ist , 
df=} au EE = E + s ds,; 

somit nach (82) , 
os or Cosa -—— sL sina. (83) 

Jetzt wollen wir weiter die Normalkrümmung N’ und geo- 
dätische Torsion 7’ für die Richtung der Diagonale ds be- 
rechnen. Hierzu bezeichnen wir wie bisher die Richtung von ds, 
und ds, mit t, und t,; dann legen wir in die Richtung von ds einen 
Einheitsvektor 


t=t,cosa-+t,sina (84) 
und setzen außerdem noch einen darauf senkrechten Einheitsvektor 
t= — t sin a + t, cosa (84') 


derart fest, daß t, ft, N ein Rechtssystem bilden, wenn t,,t,, X das tun. 
Endlich multiplizieren wir den Richtungsdifferentialquotient 
von R: 
ON ON ON 
rag cosa -+ ur sin a 


skalar mit t und f. Nach (84), _ sich 


e 
t= a cos? 2a + (52. t +32. ti]cosa sina +37 -t,sin?a, 
ON z 


2 m ON k 
Erin -% ra + St) sina cosa + Er ‘t, cos’a — Seth, sin®a); 
oder mit Rücksicht auf (37) 

N'= N, cos?a — 2 Tsin a cosa + N, sin?e; (85a) 
T'=(N,— N,)sina cosa + T(cos?a —sin’a) (85b) 
Damit sind die Werte von Nund T für eine beliebige 
Richtung auf die für zwei aufeinander senkrechte 
Richtungenzurückgeführt. Besonders einfach wird (85a), 
wenn die Krümmungslinien als Parameterkurven verwendet wer- 

den, also T Null ist; man erhält den Eulerschen Satz: 
N'—= Nicos?a + Nirsin?e. (86) 
Die Normalkrümmung für eine beliebige Richtung ist linear 


durch die beiden Hauptnormalkrümmungen Mı und Ny aus- 
drückbar. 
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Bildet man nach (85a) noch die Normalkrümmung N” für die 
Richtung f, also den Winkel a + F 
N” = N, sin’a + 2 Tsin a cosa + N, cos?a, 
so kann man die Gültigkeit folgender zwei Gleichungen erkennen: 
N' +N” =N 4+ N; (87a) 
NN" — T” =N NT. (87b) 


Damit sind zwei In varianten gefunden, deren Bedeutung schon 
aus der Theorie der Gaußschen Parameter bekannt ist; nimmt 
man als eines der Orthogonalsysteme die Krümmungslinien, so er- 
kennt man nach (67a,b) in 
K= N Ni= N N, — 1° (88a) 
und 2 i 
H= (M+ Ni) = HN) (88b) 


die Gau sche und mittlere Krümmung der Fläche wieder. 
Von Wichtigkeit ist noch folgende Bemerkung. Die G au ĝ sche 
Gleichung (81c) läßt sich jetzt in die Form: 


n a e @G°’=K (89) 
setzen. Da die linke Seite nur vom Linienelement der Fläche ab- 
hängt, also biegungsinvariant ist (vgl. Ziff. 48), gilt das 
gleiche von der rechten Seite; die Gaußsche Krümmung K 
isteine Biegungsinvariante. Hierin liegt die grundsätz- 
liche Bedeutung der Gau B schen Gleichung. 

62. Dreifache Orthogonalsysteme. Ein besonders interessantes 
Objekt der räumlichen Geometrie bilden die Systeme von drei sich 
gegenseitig rechtwinklig schneidenden Flächenscharen. 

In jedem Schnittpunkt dreier Flächen schneiden sich die drei 
Schnittkurven von je zweien paarweise senkrecht. Die Einheits- 
vektoren der Tangenten dieser drei Kurven bilden ein Dreibein 
und sollen t,, tə, t heißen. Je zwei von den drei Einheitsvektoren 
bestimmen die Tangentialebene einer der drei Flächen; der dritte 
gibt dann die Richtung ihrer Normalen und der Schnittlinie der 
beiden anderen Flächen. 

Wenn sich das begleitende Dreibein t,, tz, t; längs einer der drei 
Schnittkurven bewegt, läßt sich der zugehörige D ar boux sehe 
Drehvektor jedesmal in zwei verschiedenen Gestalten ansetzen; 
denn seine Maßzahlen sind die Krümmungen der Schnittkurve, 
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wenn diese als Flächenkurve auf einer der beiden sich in ihr schnei- 
denden Flächen aufgefaßt wird. 

Gibt man den Krümmungen N und @ je zwei Indizes, deren erster 
die Tangentenrichtung der Flächenkurve, deren zweiter die Nor- 
malenrichtung der Fläche bezeichnet, auf der die Kurve liegt, und 
der Krümmung 7 nur den letzteren Index, so erhält man für die 
zu Í, tə, t gehörigen Drehvektoren u,, Uz, u, folgende Ausdrücke: 


t= itut Msb T Geb — Dh — Not; Get, 

= T t + Nats + Ga ti = — Tta — Nosti — Gate, 

u= T, ts + Ngt t Gta = — T te— Nz te— Gyt. 
Durch Vergleich erhält man zunächst 


T=—R,, T=—J,, B=-HT 


also = 
Ik= = Tel, (90) 
Hierin liegt der Dupinsche Satz: Die Schnittkurven der 
Flächeneinesdreifachen Orthogonalsystems sind 
auf jeder der Flächen die Krümmungslinien. 
Ferner gibt der Vergleich: 


Sn G, usw., allgemein 
Nr Cr 0b G kT i23). 
Die Normalkrümmung einer Schnittkurve zweier 
Flächen für eine dieser Flächen ist (bis auf das Vor- 
zeichen) die geodätische Krümmung für die andere. 
Damit erhält man für die Drehvektoren folgende endgültige Aus- 
drücke: 


(91) 


u, — “ Niste — Nets, 
m= # a (92) 
u= Nebi — Nat - 


Daraus folgen für die Richtungsdifferentialquotienten von t, t,, tz, 
nach (7) und (76a, b) 


=uxt (i k=1, 28) (93) 

die folgenden Ausdrücke: (94) 
Si =— Neh — Mat; i= Nah; Nut; 
b Z Nah; = Nah Nat; = Nah; 
S = Msh; = Nash; = — Nat — Not. 


www.rcin.org.pl 


96 Kapitel 2. Von skalaren Parametern abhängige Vektoren. 


Diese Gleichungen bestimmen die Richtungsänderungen 
der Schnittkurven des dreifachen Orthogonalsystems und damit 
die Bewegung eines begleitenden Dreibeins durch die 
6Normalkrümmungen derSchnittkurven. Sie lassen sich 
auch geometrisch einfach deuten mit Hilfe der sphärischen Abbildung. 
Für die 3 Paare von Richtungsdifferentiationen bestehen 3 In- 
tegrabilitätsbedingungen; sie werden nach (70c) und (91) 
a A A S ò 
Òda òns 2L Òs 2 ds, 
nebst zwei ähnlichen Gleichungen; ihre Anwendung auf (94) gibt 
ein System von 9 Gleichungen, das man auch unmittelbar aus den 
Gauß-Codazzischen Gleichungen (81) herleiten kann. Es be- 
steht aus 6 Gleichungen von der Form’): 


u. + Ns — N) Na=0 (95a) 

und 3 Gleichungen von der Form: 
ON, |, IN, s 2 ' 
TA -—— Da + Nat Nat NsNas 0. (95b) 


Dieses Gleichungssystem ist von Lam é aufgestellt worden. 

63. Linienelement des Raumes. Sind ds,, ds,, ds, drei Linien- 
elemente der Schnittkurven dreier Flächen eines dreifach ortho- 
gonalen Systems, so berechnet sich das Linienelementdsdes 


Raumes aus f 
ds’—= ds,’ + ds,’ + ds,?; 


dabei darf nicht übersehen werden, daß ds,, ds,, ds, nicht integrable 
Differentiale sind. 

Ist anderseits r = r (u, v, w) der Ortsvektor eines Punktes im 
Raum, so geben «u= const, v= const, w= const 3 Flächenscharen. 
Auf jeder Fläche sind die beiden veränderlich gelassenen Para- 
meter als Gaußsche Parameter zur Kennzeichnung der Flächen- 
punkte geeignet. Je zwei Flächen verschiedener Scharen schneiden 
sich in einer Kurve, auf der 2 Parameter konstant sind und nur 
einer veränderlich ist. 

Das gerichtete Linienelement im Raum ist dann 


dr = tdu + tdv + tndw; 


diese Darstellung gibt die Zerlegung in Komponenten in Richtung der 
Schnittkurven. DasLinienelement ds des Raumes ergibt sich dann aus 


dr-dr. 


ds 


1) Vgl. G. Darboux, Leçons sur les systèmes orthogonaux 1910, S. 192. 
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Wir beschränken uns jetzt auf den Fall, daß die 3 Flächen- 
scharen ein Orthogonalsystem bilden, mithin die Schnittkurven auf- 
einander senkrecht stehen. Dann ist 

bee netter). 
Setzt man dann abkürzend 
re oa Er 
wo U= Ulu, v, w), V= Viu, v, w), W= P (u, v, w) Funktionen 
von &, v, w sind, so wird das Linienelement des Raumes 
ds’= U?du?+ Vedy? + W?dw. (96) 


Es soll nun unter Verwendung dieses auf Gaußsche Parameter 
bezogenen Linienelementes die Bewegung eines begleitenden Drei- 
beins untersucht werden. Dabei handelt es sich im wesentlichen 
um eine Umformung des mit den Methoden der natürlichen Geo- 
metrie gewonnenen Gleichungssystems (94). 

Zunächst lassen sich die 6 Normalkrümmungen nach (91) als 
geodätische Krümmungen, also mittels des Linienelementes je einer 
der orthogonalen Flächen berechnen; z. B. ist auf einer Fläche 
w = const. dw = 0 

de = Udu F Pda, 
mithin nach (91) und (50a): 


Na=~ = G= 


ion 
uva (97) 


5 : ) Tað x : : 5 
Ferner ist — = -- usw. Damit lassen sich die Gleichungen (94) 
DER U òu 


für die Bewegung des Dreibeins sofort für Gaußsche 


’arameter umschreiben: (98) 
a 2 E Aroma E O E LE 
ou V òv ? Wow?’ òv U ðu ?’ ðw U ou 2? 
oh __ Lou, : O 68 Ve- oK; Ak e Mem 3 
ou V.àv 1 ðv U òu ! Wow’ ðw V òv 3? 
E AE E L Cari. LO, 
ou Wow © òv Wow ?’ òw U ou 1 V ðv * 


Die Integrabilitätsbedingungen dieses Gleichungssystems brauchen 
nicht neu aufgestellt werden, sondern lassen sich durch Umschrei- 
ben des Systems (95) erhalten. Dabei tritt noch insofern eine Ver- 
einfachung ein, als bei Einführung der Koeffizienten des Linien- 
elements (96) je zwei der Gleichungen (95a) übereinstimmen. Man 
erhält demnach nur 3 Gleichungen von der Form’): 


1) Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie. 1. Aufl., S. 485. 


Lagally. Vektorreehnung. 7 
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PU 10VOU 10WaU 
er wann (99a) 


und 3 Gleichungen von der Form: 
òy ò òU Tò V ; 
ut (F zr) + mm: (99b) 
Nur wenn U, V, W diesen 6 Bedingungen genügen, 
existiert ein dreifaches Orthogonalsystem mit 
d'm vorgegebenen Linienelement: 
de= Udu? + V’dv?+ Wdw?. 

Bei einzelnen in den Anwendungen auftretenden, besonders ein- 
fachen Fällen, wie Zylinder-, Kugel-, elliptischen Koordinaten sind 
die rechtwinkligen Koordinaten als Funktionen der Parameter u, 
v, w gegeben, mithin auch die Koeffizienten U, V, W. Dann sińd 


die Integrabilitätsbedingungen (99) identisch erfüllt, also ent- 
behrlich. 


§ 6. Anwendungen auf Mechanik. 

64. Freie Bewegung eines Massenpunktes. Wenn die freie Be- 
wegung eines einzelnen Massenpunktes unter dem Einfluß einer 
Kraft zu untersuchen ist, führt man die Zeit ? als den Parameter 
ein, von dem der Ortsvektorreines Punktes der Bahnkurve 
des Massenpunktes abhängt. Man setzt aiso: 


t= r(t); 
dann wird die Geschwindigkeit v des Massenpunktes nach 
Zift. 39 der Vekter 


dr 
und seine Beschleunigung der Vektor 
j- dv @r (101) 


dt dt? 

Daß auch die wirkende Kraft & eine Vektorgröße ist, wurde 
früher (Ziff. 2) unter der Annahme, daß der Satz vom Parallelo- 
gramm der Kräfte eine Erfahrungstatsache sei, aus den Elementen 
der Statik gefolgert. Das gleiche folgt aus Newtons Dynami- 
schem Grundgesetz, das die Proportionalität zwischen Kraft 
und Beschleunigung ausdrückt und wonach die Addition der Kräfte 
demselben Gesetz folgt wie die Addition der Beschleunigungen. 
Man ist also berechtigt, das dynamische Grundgesetzin 
der vektoriellenForm: 


K= mb (102) 
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zu schreiben, wobei m die Masse bedeutet und der Kraftvektor & 
die Kraft nach Betrag K und Richtung beschreibt, ihre Angriffslinie 
aber nicht bestimmt. 

Durch Einführung der Bewegungsgröße 


$=md (103) 
nimmt das dynamische Grundgesetz die Form an: 


I —g; (104) 


hieraus folgt durch Integration zwischen zwei Zeiten Z, und t, in 
der Ziff. 39 (3) erklärten Weise der Impulssatz: 


tg 
[Rat = I) — It); (104) 
tı 
hiernach ist die Zunahme der Bewegungsgröße in dem Zeitintervall 


to 
t — t, gleich dem Impuls der Kraft in dieser Zeit: f&at. Dieses 


Integraleines Vektorsnacheinem Parameter ist als 
Grenzwert einer Summe aufzufassen. — Vielfach wird die Be- 
wegungsgröße 3 selbst als Impuls bezeichnet; das soll auch im fol- 
genden zugelassen werden. 

Als Elementararbeit der Kraft bei Bewegung des Massen- 
punktes um das gerichtete Linienelement dr ist das skalare Pro- 
dukt -dr aufzufassen. Dann ist die Arbeit, die die Kraft bei 
Bewegung des Massenpunktes zwischen zwei Punkten t, und t, der 
Bahn leistet: 5 

A— [R-dr. (105) 

r 

Dieses Linienintegral ist das Integral eines skalaren Diffe- 
rentials, das im allgemeinen aber kein exaktes Differential ist. Das 
Integral ist also nicht nur von den Grenzen abhängig, sondern auch 
von dem Weg, auf dem die Integration zwischen den Grenzen zu 
erstrecken ist, und erfordert also zu seiner Berechnung im allge- 
meinen die Kenntnis der Bahnkurve. Durch Einführung eines zur 
Darstellung der Bahnkurve geeigneten Parameters entsteht ein ge- 
wöhnliches Integral einer Funktion einer Veränderlichen. 

Führt man insbesondere die Zeit als Parameter ein, so wird unter 
Verwendung des dynamischen Grundgesetzes (102) und von (100) 

g tz ta 
[3 -dr=m [P vdt= i m |T dt; 
Ti t 


h 


Tr 
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durch Ausführung der Integration ergibt sich der Satz vonder 
lebendigen Kraft; 


er 


mvr — 3 mv = T(t,) — T, (196) 
wenn 


> 


Ip 1 mu? (197) 


als lebendige Kraft (oder Bewegungsenergie) des bewegten 
Massenpunktes eingeführt und hier als Funktion der Zeit betrachtet 
wird. Die Zunahme der lebendigen Kraft ist gleich der von der wir- 
kenden Kraft geleisteten Arbeit. 

Schon früher (Ziff. 13) ist das Moment der Kraft: 


M=rX (108) 
eingeführt worden. Ebenso soll das Moment des Impulses: 
CETS (109) 


gebildet und als Drehimpuls oder Drall bezeichnet werden. 
Durch Differentiation von (109) nach der Zeit entsteht 
d2 AT daS, 


SR A aY 
a A NAXT 


hier verschwindet der erste Summand der rechten Seite, weil 


I= mö zu = parallel ist. Nach (104) und (108) folgt die Gleichung: 


dg _ 
a M, (110) 
oft als verallgemeinerterFlächensatz bezeichnet. Seine 
geometrische Bedeutung ergibt sich. wenn ınan nach (109) und (103) 


dr 


wen x 
!=mtrX Er 


setzt. Die von dem Ortsvektor r in der Zeit dt über- 
strichene Fläche ist, als Plangröße aufgefaßt, 
1 
dd = 51X drt; (111) 


mithin ist die Flächengeschwindigkeit des Ortsvektors: 
IE ERLERNT 


da An m C 
und die Flächenbeschleunigung: 
EY 1 dg (111”) 


ar BImdt 
Der verallgemeinerte Flächensatz läßt sich also in die Form: 


omes 2 
M= 2m a (112) 
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setzen und erscheint somit als ein Seitenstück zum dynamischen 
Grundgesetz, indem er die doppelte Flächenbeschleunigung zum 
Moment der Kraft in dieselbe Beziehung setzt wie dieses die Punkt- 
beschleunigung zur Kraft. 

Für verschwindendes Moment M=0 erscheint der 
spezielle Flächensatz; nach (110) wird der Dral 2=& 
ein konstanter Vektor; nach (111’) ergibt sich eine nach Betrag und 
Stellung im Raum konstanteFlächengeschwindigkeit: 

d C 
B SIm (113) 

65. Dynamik des Punkthaufens. Bei der Untersuchung der Be- 
wegung eines Systems von n Massenpunkten (Punkthaufen) mit 
den Ortsvektoren r, und den Massen m, » = 1, 2, --- n) spielt der 
Schwerpunkt oder Massenmittelpunkt des Systems eine 
wichtige Rolle. Sein Ortsvektor ist 


Z my ty 
To =s M (1 14) 
wo ? 
M=Xm, 


die Summe der Massen aller n Massenpunkte ist. 
Geschwindigkeit und Beschleunigung des Schwerpunktes: 


ato 


h Pi 
v7, md b 


Br 77 
erhält man durch Differentiieren von (114), ausgedrückt durch die 
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 


Ber; _ dr 
n= und m de 
der Punkte des Systems: 
ig = i 20o D Zb. (115) 
Die letztere Gleichung, am besten in der Gestalt 
Mb,=Zm,b, (116) 


geschrieben, besitzt eine dynamische Bedeutung: 
Die Bewegung eines einzelnen Punktes des Systems folgt nach 
dem dynamischen Grundgesetz der Gleichung: 
$, = m,b,; (117) 
dabei bedeutet $, die Resultante aller an dem vten Massenpunkt 
angreifenden Kräfte. Jede der Kräfte 8, setzt sich aus äußeren 
Kräften zusammen, die von außen her auf die Systempunkte ein- 
wirken, und inneren Kräften, welche die Systempunkte aufein- 
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ander ausüben. Beides können eingeprägte Kräfte oder Reaktiens- 
kräfte sein. Von den inneren Kräften wird jedoch vorausgeseizt, 
daß sie paarweise in die Verbindungslinien je zweier Massenpunkte 
fallen und sich nach dem Gegenwirkungsprinzip gegenseitig zuf- 
heben. Setzt man also 
PA AG 

so ist diese Summe aller Kräfte identisch mit cer 
Summe deräußeren Kräfte allein. 

Summiert man jetzt alle Gleichungen (117) (für v = 1, 2 » - < 9). so 
folgt nach (116): @— Mh. (118) 


Diese Gleichung drückt den Schwerpunktssatz aus: Der 
Schwerpunkt eines Systems von Massenpunkten bewegt sich so, als 
ob alle Massen in ihm vereinigt wären und die Resultante aller 
äußeren Kräfte in ihm angreifen würde. 
Führt man als Impuls desSystems die Summe der Impulse 
der Systempunkte ein: 
$=2,,= 2m, 
so nimmt der Schwerpunktssatz nach (115) folgende Gestalt an: 
d 
ii = (119) 
Als Impulsmoment (Drall) des Systems wird die 
Summe der Impulsmomente aller Systempunkte eingeführt: 
dr, 
” dt 


Aus dieser Gleichung folgt durch Differentiieren und nach (117): 


2=2L, = 2,X3,=2,xXm 


dg y d’r, y 5 
= _— v» / < A == —_— > y 
di t, X m, -Te ux8, 
oder wenn mit 
MX 
das Moment der Resultierenden $, bezeichnet wird, 
dg 3 
= SW- 


Die auf der rechten Seite stehende Summe der Momente aller 
Kräfte setzt sich zusammen aus der Summe der Momente der 
äußeren und der der inneren Kräfte. Die letztere Summe ist Null, 
da die inneren Kräfte paarweise in die gleiche Angriffslinie fallen 
und entgegengesetzt gleich sind. Setzt man also 
Ae E 

so ist diese Summe der Momente aller Kräfte identisch mit der 
Summe der Momente der äußeren Kräfte allein. 
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Damit ergibt sich 
HN; (120) 
diese Gleichung drückt den allgemeinen Flächensatz für 
Punktsysteme aus. Führt man nämlich mit 

dr Ly 


dt 2m 
die Flächengeschwindigkeiten der Ortsvektoren der einzelnen 
Massenpunkte ein und definiert durch die Gleichung 


dð _ ddr 
Mr =2m, dt 


eine resultierende Flächengeschwindigkeit ee so folgt 
aus (120) 


—_o y ËS P 
N=2M75 (121) 


als Zusammenhang zwischen der doppelten resultierenden Flächen- 
beschleunigung und dem resultierenden Moment der äußeren Kräfte. 

Für verschwindendes Moment M der äußeren Kräfte 
erhält man den speziellen Flächensatz fürden Punkt- 
haufen. Nach (120) ist in diesem Fall das Impulsmoment des 
Systems konstant £ —= €; somit ist auch die resultierende 
Flächengeschwindigkeit konstant nach Betrag und 
Stellung im Raum. a a 

dt 2M “zZ 
Die Ebene der resultierenden Flächengeschwindigkeit wird als in - 
variable Ebene bezeichnet, Projiziert man die Bewegung senk- 
recht in eine beliebige Ebene, so ist auch die in diese Ebene fallende 
Komponente der Flächengeschwindigkeit konstant, aber von ge- 
ıingerem Betrag als die resultierende Flächengeschwindigkeit in 
der invariablen Ebene. 

Die schon vielfach hervorgetretene Analogie der Dynamik des 
Punkthaufens zu der des einzelnen Massenpunktes läßt sich noch 
weiter ausbauen durch Aufstellung des Satzes von der le- 
bendigen Kraft für den Punkthaufen. Bezeichnet man die 
Elementararbeit sämtlicher innerer und äußerer 
Kräfte in einem Zeitelement dt mit 


NA 2 dA, = 2 Rdr, (123) 
und definiert man die lebendige Kraft T des Systems durch 
T=5 T,= 3 Im, (124) 
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so erhält man für die zwischen zwei Zeitpunkten ?, und ż, ge- 
leistete Arbeit nach (117): 


(te) t to 


RES E N P ONN o a 
4 = 2 /[8,.4,— 2m, | I sD A — 5 Zm, | Tt dt 
È) a A 
oder 
A= T(t) — T). (125) 


Der Zuwachs der lebendigen Kraft ist hier der von sämtlichen 
Kräften geleisteten Arbeit gleich; es ist vielleicht nicht überflüssig, 
darauf aufmerksam zu machen, daß auch die inneren Kräfte Arbeit 
leisten, 

66. Der Schwerpunkt als Bezugspunkt. Die besondere Wichtig- 
keit, die der Schwerpunkt in der Dynamik des Punkthaufens be- 
sitzt, läßt es nützlich erscheinen, neben dem bisher verwendeten 
„festen“ Bezugssystem ein zweites, bewegliches Bezugssystem mit 
dem Schwerpunkt als Anfangspunkt einzuführen. Sind wie bisher 

t, die von dem festen Anfangspunkt O 

S wy p ausgehenden Ortsvektoren dern Massen- 
an if punkte P, und tọ der Ortsvektor ihres 

Schwerpunkts S, und bezeichnet man 

mit tr’ die vom Schwerpunkt ausgehen- 

0 ; den Ortsvektoren der Massenpunkte, so 
Fig. 44. ist (Fig. 44) 


To 


T= t, — to (126a) 


v 
r 


. . . dr; 
Die relative Geschwindigkeit b’ = ST der Massenpunkte gegenüber 
dem Schwerpunkt ist 


‚ 


D == D, — Vy: (126b) 
Zufolge der Definition des Schwerpunktes (114) ist 

2m, = 0; (12%) 
hieraus folgt durch Differentiieren oder nach (115) 

Zm, =0. (127b) 


Es sollen jetzt das resultierende Moment der äußeren Kräfte und 
das Impulsmoment für den Schwerpunkt als Momentenpunkt be- 
rechnet werden. Das Moment M der äußeren Kräfte ist: 


M = Tr, X R, = Zrt r) X S, 
M =M, + W, (128) 


wenn M,—=1,xX & das Moment der im Schwerpunkt angreifend 
gedachten Resultierenden der äußeren Kräfte, bezogen auf den 


oder 
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festen Anfangspunkt O, und W= Fr’ X Ñ, das resultierende Mo- 
ment der in den Massenpunkten P, angreifenden Kräfte, bezogen 
auf den Schwerpunkt als Momentenpunkt, ist. Letzteres ist damit 
nach (128) bestimmt. 
Ähnlich wird das Impulsmoment des Systems: 
= 2t, X m,b, 
nach (126a, b): 
L= St H E) X m, oT w) 
=uxX Mu THX E a A a a EOK E 


Von den 4 Summanden der rechten Seite verschwinden die beiden 
mittleren nach (127a, b); es ergibt sich: 

Q= 8t, (129) 
wenn L= To X Mv, das Impulsmoment des Schwerpunkts, bezogen 
auf den festen Momentenpunkt 0, und L'’= Fr} X m,b) das relative 
Impulsmoment des Punkthaufens, bezogen auf den Schwerpunkt 
als Momentenpunkt, bedeutet. 

Nach (128) und (129) geht der allgemeine Flächensatz 
90). 
(120): de | 
RE Don 
über in ag ze, 
0 q me , 7 
er =M + W. (130) 


Nun sagt aber der Schwerpunktsatz (119) aus, daß sich der Schwer- 
punkt nach denselben Gesetzen wie ein materieller Punkt bewegt; 
für ihn gilt also der Flächensatz in der Form: 


do 

a =M; (131) 
mithin ist nach (130) auch 

“m. as») 


Der allgemeine Flächensatz für den Punkthaufen 
gilt also nach (132) auch, wenn als Momentenpunkt 
der bewegte Schwerpunkteingeführt wird. 

Die eben durchgeführte Zerlegung des Flächensatzes gewinnt an 
geometrischer Klarheit, wenn man die Im pulsmomente durch 
Flächengeschwindigkeiten ersetzt. Bezeichnet man 
wie bisher die resultierende Flächengeschwindigkeit des Punkt- 
haufens, bezogen auf O, mit: 

A ER 
dt 2M’ 
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ferner die Flächengeschwindigkeit des Schwerpunkts mit: 
ade — Lo 


dt 2M’ 
endlich die resultierende Flächengeschwindigkeit des Punkthaufens. 
bezogen auf den Schwerpunkt, mit: 

d s 


l dat 2 a 
so ist nach (129) 


d d 1 
5 _ gt = + q aoi (133) 
Dann läßt sich der allgemeine Flächensatz (120): 
CY 
M=2M Te 
nach (131) und (132) zerlegen in: 
N 2m" (134) 
und Pg 
w=2M E. (135) 


Es wird also die Flächenbeschleunigung des Schwerpunkts und die 
Flächenbeschleunigung der Bewegung um den Schwerpunkt herum 
hervorgebracht durch das Moment M, der am Schwerpunkt an- 
greifenden Resultierenden bzw. durch das resultierende Moment der 
an den Massenpunkten angreifenden Kräfte für den Schwerpunkt 
als Momentenpunkt. 

Als Anwendung soll noch der spezielle Flächensatz für 
den bewegten Schwerpunktals Momentenpunkt be- 
handelt werden. Wenn das resultierende Moment M verschwindet, 
ist das Impulsmoment =€ konstant oder nach (129) 

Var t= (136) 
konstant. Besonders interessant ist der Fall, daß auch die äußeren 
Kräfte oder mindestens ihre Resultierende St verschwindet, was 
zum Verschwinden von I keineswegs notwendig ist. Für ein solches 
freies System sagt der Schwerpunktsatz (118) aus, daß sich der 
Schwerpunkt mit konstanter Geschwindigkeit in gerader Bahn be- 
wegt, daß also en 
der Ortsvektor des Schwerpunkts ist, wenn a seinen Ortsvektor 
zur Zeit &=0 und b, seine konstante Geschwindigkeit bedeutet. 
Für den Schwerpunkt gilt dann selbst der spezielle Flächensatz in 


der Form: eur ii, =u Eo 
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Nach (136) wird also 
Ve —-ax Mo (137) 
das Impulsmoment des Systems für den Schwerpunkt als Mo- 
mentenpunkt; es ist ebenfalls konstant, unterscheidet sich aber 
nach Größe und Richtung von dem Impulsmoment für den festen 
Momentenpunkt 0. 
Führt man nun in (133) neben der konstanten resultierenden 
Flächengeschwindigkeit (122) des Punkthaufens um O als Mo- 
mentenpunkt: 


dý € 

dt 2M 
die ebenfalls konstante Flächengeschwindigkeit des Schwerpunkts 
ein: di, 1 1 


a i X Do, 
so folgt, daß die resultierende Flächengeschwindigkeit des Punkt- 


haufens um den Schwerpunkt als Momentenpunkt ebenfalls kon- 
stant ist: 


a u: on 
Es gibt also auch im bewegten System eine inva- 
riable Ebene, die aber eine andere Stellung im Raum besitzt 
als die im festen System; man wird ihr wegen ihrer Beziehung 
zu dem mit dem Punkthaufen invariant verbundenen Schwerpunkt 
eine größere Bedeutung beilegen als der invariablen Ebene für 
einen beliebig gewählten festen Momentenpunkt. — 
In ganz ähnlicher Weise wie der allgemeine Flächensatz läßt 
sich der Satz von der lebendigen Kraft (125): 


A=T(t)-—T(t,) (139) 
umformen, wenn man den bewegten Schwerpunkt zum Ausgangs- 
punkt der Ortsvektoren nimnit. 

Führt man nach (126b) 
wre; 
in die lebendige Kraft T ein, so wird 


u 2 Èm, V, D, 
x En. 1 urn 
= y 2m, Do Do F Zmb, Dt 9 Zm,d,-b,. 


Auf der rechten Seite verschwindet der mittlere Summand nach 
(127b). Der erste Summand: 


T,= 4 Zm, 0:0 = 5 Mu? (140) 


2 
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ist die lebendige Kraft der im Schwerpunkt vereinigt gedachten 
Masse. Der letzte Summand: 


1 


r 1 ~ >) 
T=z mb). => mv? (141) 


ist die lebendige Kraft des Systems in seiner Bewegung relativ 
zum Schwerpunkt. Damit wirddielebendige Kraftzer- 


legt: T=T,+T. (142) 


In der gleichen Weise läßt sich die Elementararbeit zer- 


legen: r 
AE A ERE E de). 


Führt man mit 

dA E io i = a (143) 
die Arbeit der im Schwerpunkt angreifenden Resultierenden bei 
einer Bewegung des Schwerpunkts, ferner mit 

dÄ = ZR,-.dr) (144) 

die Arbeit der an den Massenpunkten angreifenden Kräfte bei 
einer relativen Bewegung gegenüber dem Schwerpunkt ein, so er- 
hält man die Zerlegung der Elementararbeit: 


dA =dA4 HdA. (145) 


Nun gilt für die Schwerpunktsbewegung, die sich 
in keiner Weise von der Bewegung eines einzelnen Massenpunktes 
unterscheidet, der Satz von der lebendigen Kraft. Es 
ist nämlich 


dA = S dt = u. Dar 4 Mav =T; 


hieraus folgt durch Integration: 
hra e = TEN): (146) 
Dann gilt nach (139) der Satz von đer lebendigen Kraft 
auch fürdieBewegungum den Schwerpunkt herum: 
Au — TE) Tele). (147) 


Die ganze Behandlung der Bewegung eines Punkthaufens durch 
Zerlegungin die Bewegung des Schwerpunkts und 
die Bewegung um den Schwerpunktherum ist von be- 
sonderer Bedeutung für die Untersuchung der Bewegung eines 
starren Körpers. Dieser kann durch Grenzübergang aus dem 
Punkthaufen abgeleitet werden, dessen einzelne Punkte paarweise 
feste Entfernung besitzen und in dieser festen Entfernung durch 
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innere Kräfte gehalten werden, die man als Reaktionskräfte in 
Stäben von fester Länge einführt, welche die Punkte paarweise 
verbinden. Die Bewegung des starren Körpers wird später be- 
handelt (Kap. 5, § 1). 


67. Bewegung eines Massenpunktes auf einer Raumkurve, Bei 
der Untersuchung der Bewegung eines einzelnen Massenpunktes 
in Ziff. 64 wurde vorausgesetzt, daß seine Bewegungsfreiheit im 
Raum dureh keine Bedingungen eingeschränkt sei: dagegen war 
bereits bei der Untersuchung der Bewegung eines Punkthaufens 
die Möglichkeit zugelassen, daß sich unter den wirkenden Kräften 
Reaktionskräfte befinden, welche die Lage der einzelnen Punkte 
in jedem Zeitpunkt an eine geometrische Bedingung knüpfen und 
also ihre Bewegungsfreiheit einschränken. 

Wir kehren nun zur Bewegung eines einzelnen Massenpunktes 
zurück und lassen beide Möglichkeiten offen, daß die Raumkurve, 
die er beschreibt, eine freie oder eine erzwungene Bahn sei. In 
letzterem Fall hindert die vorgeschriebene Bahn den Punkt, die- 
jenige Bewegung auszuführen, die er unter dem Einfluß der auf ihn 
wirkenden äußeren Kraft & allein ausführen würde; sie hindert 
ihn dadurch, daß bei der Bewegung auf der vorgeschriebenen Bahn 
eine Zusatzkraft ® auftritt, welche so bemessen ist, daß sie ihn 
gerade zum Durchlaufen der vorgeschriebenen Bahn zwingt. Man 
kann also die Bewegung dadurch zu einer freien machen, daß man 
die Zusatzkraft B zu Sl hinzufügt. Ist die Bewegung auf der Bahn 
reibungslos, so kann man $ als normal zur Bahntangente annehmen. 

Aus dem Ortsvektor eines Bahnpunktes r = r(£) erhält man die 
Geschwindigkeit: 


=E L ot; (148) 


E age 


dabei bedeutet t wie früher den Einheitsvektor der Tangente, 


B l y A: 
ds das Bogenelement der Kurve; v = < den Betrag der Geschwindig- 


keit. Die Beschleunigung‘) wird 
der. dv dt 
Ge Ti 
Dabei ist unter Verwendung der ersten Frenetschen Formel (19) 
dt dide _ n 
dt dd o ; 


1) Der Vektor der Beschleunigung 3 ist in dieser und der nächsten Ziffer 
groß geschrieben, um Verwechslungen mit dem Binormalenvektor b zu ver- 
meiden. 
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also: j 
v 
pes 


v2 


Damit ist die Beschleunigung in zwei Komponenten zerlegt, in die 


Bahnbeschleunigung = in Richtung der Tangente und die 


Zentripetalbeschleunigung z in Richtung der Haupt- 
normalen gegen den Krümmungsmittelpunkt zu. Eine Komponente 
in Richtung der Binormalen existiert nicht; der Vektor B der Be- 
schleunigung fällt in die Schmiegungsebene. Der Betrag b der Be- 
schleunigung folgt aus 5 7 
9 v\? u , 
(5) + (149') 
Wir untersuchen nun dieerzwungene Bewegung auf einer 
vorgegebenen Raumkurve unter dem Einfluß einer wirkenden 
Kraft &; dann gilt unter Hinzufügen einer Zusatzkraft P nach dem 
dynamischen Grundgesetz die Bewegungsgleichung: 
MB—=KHB. 
Die Maßzahlen der Komponenten von $ in Richtung t, n, b mögen 
Kr, Ku, Ko heißen, die von ® ebenso A, Pa, Po. Unter Voraus- 
setzung reibungsloser Bewegung ist }A=0. Der bewegte Punkt 
übt selbst nach dem Reaktionsprinzip eine Reaktionskraft R — — P 
auf die Bahn aus, die zwei von Null verschiedene Komponenten 
besitzt mit den Maßzahlen: 
K=—Pıi Rio= — P. 


Jetzt ergeben sich die skalaren Bewegungsgleichungen: 


m K, 
m = — Ka TR fin: (150) 
0=K— Bi; 


sie reichen aus, um in jedem Punkt der Bahn bei vorgegebener 


seschwindigkeit v die Bahnbeschleunigung 22 und die Reaktions- 
kraft zu berechnen. 

In Richtung der Binormalen ist die vorhandene Komponente 
der äußeren Kraft zufolge ku Kp gleich der Reaktionskraft; in 
Richtung der Hauptnormalen tritt nach 


Me 


mv: 


(151) 


o 
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zur äußeren Kraft noch eine vom Mittelpunkt der ersten Krüm- 


2 
mung weggerichtete Kraft — a hinzu, die als Zentrifugal- 
kraft bezeichnet wird. 


68. Bewegung auf einer Fläche. In ganz ähnlicher Weise läßt 
sich die erzwungene Bewegung auf einer Fläche behandeln. Die 
Bewegung erfolgt in einer auf der Fläche liegenden, zunächst un- 
bestimmten Raumkurve; für die Beschleunigung gilt also: 

dv 


„t 
e ERA 


Nun hat man den Vektor n der Hauptnormalen wie früher (Ziff. 45) 
in Richtung der Flächennormalen N und der auf der Kurve senk- 
rechten Flächentangente f zu zerlegen, wenn o der Winkel der 
Schmiegungsebene mit der Tangentialebene ist: 


n =t coso — K sino. 


Dann wird 
dv 


or ao 


v? + v. A 
z COS ot „sin oN, (152) 


B — z t+ Nv’? cotg ot — Nv NR 


wofür noch 


geschrieben werden kann, wenn man nach dem Meusnier schen 
: he e MRG era E 
Satz die Normalkrümmung (32) N = ——- einführt. Setzt man wieder 


nach dem dynamischen Grundgesetz j 

m= -+P 
und bezeichnet die Maßzahlen der Komponenten von & und ® in 
Richtung t, t, N durch die Indizes 1, 2, 3, so ist zunächst unter Vor- 


aussetzung reibungsloser Bewegung P, = P, = 0. Der bewegte 
Punkt übt auf die Fläche in Richtung der Normalen eine Reaktions- 
kraft mit der Maßzahl R = — P, aus. Dann erhält man in Koordi- 
naten die Bewegungsgleichungen: 

m A — e 

mv? N cotgo — K,, (153) 


RRN E= G E 


Diese Gleichungen genügen, um in jedem Punkt der Bahn bei vor- 
z dv A R 
gegebener Geschwindigkeit v die Bahnbeschleunigung zp, die Nei- 


gung o der Schmiegungsebene der Bahn gegen die Tangentialebene 
und die Reaktionskraft R in Richtung der Normalen zu berechnen. 


Letztere ist: Ben (154) 
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Zur äußeren Kraft in dieser Richtung tritt die Zentrifugal- 
kraft mv’ N; der Vorzeichenunterschied gegenüber (151) ist nur 
scheinbar, da definitionsgemäß bei einer positiv gekrümmten Fläche 
der Einheitsvektor der Flächennormalen vom Krümmungsmittel- 
punkt des Hauptschnitts weggerichtet ist. 

Von Interesse ist die kräftefreie Bewegung auf der Fläche. Aus 


den beiden ersten Gleichungen (153) folgt in diesem Fall i 0; 


cotgo = 0. Die letztere Bedingung sagt aus, daß die Schmiegungs- 
ebene der Bahn auf der Tangentialebene senkrecht steht, die Bahn 
also eine geodätische Linie ist. Auf dieser bewegt sich 
der Punkt der ersten Bedingung zufolge mit konstanter Ge- 
schwindigkeit. 


69. Relativbewegung. Gegenüber einem als fest bezeichneten 
Raum, dessen Punkte auf ein Koordinatensystem O (syz) bezogen 
sind, bewege sich ein zweiter Raum mit einem Koordinatensystem 
O'(x'y’ z’). Dieser bewegliche Raum, den man sich an einen starren 
Körper gebunden denken mag, soll das „Fahrzeug“ genannt wer- 
den; und seine Bewegung 
gegenüber dem festen 
Raum, also die „Führung“ 
des Fahrzeugs, soll be- 
kannt sein. Die Bewegung 
eines Massenpunktes ge- 
genüber dem beweglichen 
Raum, die ein auf dem 
Fahrzeug befindlicher Be- 
obachter feststellen kann. 
heißt „relative Bewe- 
gung“. Ein Beobachter 
im festen Raum wird die 
„absolute Bewegung“ des 
Punktes gegenüber dem 
festen Raum feststellen 
können. 

Wenn die Führung be- 
kannt ist, läßt sich aus der relativen Bewegung die absolute Bewegung 
herleiten und umgekehrt. Für die Herleitung dieses Zusammenhangs 
sind die eingeführten Koordinatensysteme unwesentlich; sie sind zur 
Unterstützung der Vorstellung eingeführt (Fig. 45). 


Fig. 45. 
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Ein Punkt P wird durch die Ortsvektoren r und r’ im festen 
Raum bzw. im Fahrzeug festgelegt. Die Bewegung eines gerade 
in P befindlichen Massenpunktes hängt nun in doppelter Weise 
von der Zeit ab: 

1. dadurch, daß der Punkt P selbst, als Punkt des Fahrzeugs 
betrachtet, gegenüber dem festen Raum eine von der Führung des 
Fahrzeugs abhängige Führungsbewegung ausführt, 

2. dadurch, daß der gerade in P befindliche Massenpunkt gegen- 
über dem Fahrzeug eine relative Bewegung ausführt. 

Die zweite Bewegung, die Relativbewegung, beobachtet der Be- 
obachter auf dem Fahrzeug als Funktion der Zeit t’, die er auf einer 
auf dem Fahrzeug befindlichen Uhr abliest. Hingegen kann der 
Beobachter im festen Raum an der Hand einer Uhr, auf der er die 
Zeit £ abliest, zweierlei beobachten, nämlich die Bewegung des 
Fahrzeugs als Ganzes, und die Absolutbewegung des Massen- 
punktes. 

Zwischen den gleichzeitigen Angaben beider Uhren besteht, 
wenn sie nieht ohnehin gleich gehen, ein gesetzmäßiger Zusammen- 
hang. Reduziert man die Angaben der bewegten Uhr auf die der 
festen, so ist # als Funktion von £ aufzufassen. Dann kann die 
totale zeitliche Änderung irgendeiner mit der Absolutbewegung 
zusammenhängenden Größe als Summe der partiellen Änderungen 
aufgefaßt werden, wenn sie als abhängig von der Relativbewe- 
gung gegenüber dem Fahrzeug und von der Führung des Fahr- 


zeugs hetrachtet wird: 
CARE RUE 
de ot Tor de 


6 : a. 
Setzt man dann beide Uhren als gleichgehend voraus, so ist ao u 


setzen, und £ nach Ausführung der Differentiation durch ? zu er- 
setzen. Also EN; 3 
amt oe >) 


Es sollen jetzt die Geschwindigkeiten untersucht werden, die bei 
der Bewegung des Punktes P auftreten: 
die Absolutgeschwindigkeit ist 


d 
7, (156) 
für die Relativgeschwindigkeit ergibt sich vorläufig 
or = 
57 (157) 
Lagally, Vektorrechnung. 8 
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Um die Führungsgescehwindigkeit des Punktes P aufzustellen, %1 
festgesetzt werden, in welcher Weise sich das De bewezt. 


Ist 3 der Ortsvektor von Ö’ im festen System, so ist 3 ; die Ge- 


schwindigkeit, mit der sich O’ dem festen System ee, de- 
wegt. Das ganze Fahrzeug besitzt diese Translationsgeschwindig- 


keit = Gleichzeitig soll das Fahrzeug gegenüber dem fesien 


System eine Winkelgeschwindigkeit u besitzen, infolge deren der 
Punkt P des Fahrzeugs die Tangentialgeschwindigkeit = — Ds, 
hat. Aus der Translations- und Tangentialgeschwindigkeit setzt 


sich die Führunesgeschwindigkeit des Punktes P zusamıen 
08 |, Or 2, E 
E T E (158) 
Nun läßt sich auch die Relativgeschwindigkeit noch umformen. 
Da der Ortsvektor im festen System: 


Eoo 


ist, und 3 von ’ nicht abhängt, ist — ar '; damit wird die Relativ- 


TA nr 
geschwindigkeit (157) 
er: z 
D, = DE (159) 
Wendet man jetzt die Operation (155) auf r an, so folgt 
dr. Òr or 3 
nat T oY une 
oder nach (156) (158) und (159) 
Da= Dr + Dr. (151) 


Die Absolutgeschwindigkeit ist gleich der 
Summe aus Führungsgeschwindigkeit und Rela- 
tivgeschwindigkeit. Dieser Zusammenhang ließe sich auch 
leicht durch eine geometrische Betrachtung erkennen, die aber zur 
Untersuehung des Zusammenhangs der Beschleunigungen wenig 
durchsichtig wird und deshalb nicht verwendet werden soll. 

Von den bei der Bewegung des Punktes P auftretenden Be- 
schleunigungen sind die am nächsten liegenden: 
die Absolutbeschleunigung 


12 
b= 55; (162) 
die Relativbeschleunigung 
oro 2 0er 
r= g T> a 
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die Führungsbeschleunigung 
Onr OE 
ur ar); a64) 

Wendet man die Operation (155) auf (160) an, so folgt: 

e O ala ae o®r 

ae er? groe room 
Die Absolutbeschleunigung ist also nicht gleich 
der Summe aus Führungs- und Relativbeschleuni- 
gung; vielmehr tritt noch ein Zusatzglied auf, 


ost 
2 (165) 
das als Coriolisbeschleunigung bezeichnet wird. Damit 
ergibt sich ee (166) 


Es sollen jetzt br und be genauer berechnet werden. Die Führungs- 
geschwindigkeit ist nach (158) bereits bekannt: 
ò ' 
v= 5 Urt: (167) 
hieraus ergibt sich: 
det. a „òr 
EFT ENTE 


0°3. A a z 
Der erste Summand Sa ist die Translationsbeschleunigung; 


(168) 


der zweite Summand A X rt’ hängt von der Winkelbeschleu- 
nigung des Fahrzeugs ab; der dritte Summand ist die von der 
Winkelgeschwindigkeit u herrührende Zen - 
tripetalbeschleunigung. Es ist näm- 
lich 


ux?” =u xX (uX). (169) 


Arie) 


Bei konstanter Winkelgeschwindigkeit u 
beschreibt P einen Kreis um u als Achse 
(Fig. 46); die Tangentialgeschwindigkeit ist 
w=uxr: 
ihr Betrag ist u. =ue, wenn u der Betrag 
der Winkelgeschwindigkeit u und o der Ra- 
dius des Kreises ist. Dann ist u X (u X t’) 
ein Vektor, der von P nach dem Mittelpunkt 
des Kreises zu gerichtet ist; sein Betrag ist 


„2 


® 
u?o oder SH Damit ist der dritte Summand als Zentripetalbeschleu- 
nigung erkannt. 


Fig. 46. 


Rt 
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Die Coriolisbeschleunigung ist: 


ee 2u X F = 2u X bs; (170) 

Sie verschwindet nur in drei Fällen: 1. für Punkte 
ohne Relativgeschwindigkeit, 2. bei reiner Translationsbewegung 
des Fahrzeugs, 3. für Punkte, deren Relativgeschwindigkeit der 
momentanen Drehachse parallel ist. 

70. Die Scheinkräfte. Für einen Beobachter im bewegten 
System hat das Vorhandensein von Beschleunigungen, die sich 
seiner Beobachtung entziehen, nämlich der Führungs- und der 
Coriolisbeschleunigung, das Auftreten von Scheinkräften 
zur Folge. Ist die (im ruhenden System gegebene und gemessene) 
Kraft, die die Bewegung des Massenpunktes P bewirkt, so ist nach 
dem Dynamischen Grundgesetz 


mb,=.. (171) 
Der Beobachter im bewegten System erkennt nur die Relativ- 
beschleunigung rn 


für ihn bewegt sich der Massenpunkt nach (171) so, wie die Glei- 
ung mb,— Ñ — mb, — mb. 

bestimmt. Das Dynamische Grundgesetz bleibt also für das be- 
wegte System nur erhalten, wenn man 


—mb=®; und mb, (172) 
als zwei Zusatzkräfte betrachtet, die von der Bewegung des 
Systems herrühren; diese beiden Scheinkräfte werden als Füh- 
rungskraft und Corioliskraft bezeichnet. Dann wird die 
Bewegungsgleichung im bewegten System: 

mb, =] + + N. (173) 

mb,— fr (173° 

wobei die für das bewegte System korrigierte Kraft $t, aus der im 
festen System gegebenen Kraft durch Hinzufügung der Führungs- 


und Corioliskraft entsteht. 
Die Führungskraft ist nach (168) und (169): 


2 
m me Xrm x UX t: (174) 


òt o 
ihr wichtigster Bestandteil ist die Zentrifugalkraft: 
R= — mu X (uX r’, dran 


oder kürzer 


W WwWw.r C | n O rí 
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die nach Größe und Richtung vollständig mit der früheren ebenso 
bezeichneten Reaktionskraft übereinstimmt [vgl. Ziff. 67, 68], sich 
aber begrifflich nicht damit deckt. Die Corioliskraft ist: 
= 2muXb. (175) 

71. Lotabweichung eines fallenden Körpers. Als Fahrzeug 
soll die rotierende Erde betrachtet werden. Sieht man von 
ihrer fortschreitenden Bewegung ab, so kann als z-Achse des 
festen Koordinatensystems die Rotationsachse genommen werden 
und als z- und %-Achse 2 Gerade des festen Raumes in der Äquator- 
ebene. Das Koordinatensystem x’, y’, 2’ des Fahrzeugs soll in 
einem bestimmten Moment mit dem absoluten zusammenfallen. Die 
2'-Achse des bewegten Systems fällt dauernd in die z-Achse. In 
die Achsenrichtungen des bewegten Systems werden die Einheits- 
vektoren i, j, t gelegt. 

Bei dieser Festsetzung beider Koordinatensysteme ist 


i 3=( und ı=[t; 
ferner ist 
—=Iu, 
wo u= Bar die Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde ist. 


Führt man im bewegten System Kugelkoordinaten r, 4, @ ein, so 


wg t= r(i cosi cosg + j sin4 cosg + Esinp). 


Es soll sich nun ein in der Meridianebene å = 0 befindlicher Massen- 
punkt mit der Geschwindigkeit v, auf den Erdmittelpunkt zu be- 
wegen; seine Relativgeschwindigkeit ist 
v= — v(i cos p + sin p); 
seine Führungsbeschleunigung ist die Zentripetalbeschleunigung 
br = u X (u X r) = — iur cos p; 
seine Coriolisbeschleunigung 
be= 2u X b= — 2juv, cos g; 

die Coriolisbeschleunigung ist nach Westen gerichtet. 

Ein Beobachter auf der ErdebeobachtetdieRelativbeschleunigung: 

p= ba — br — ber 

er findet die aus der Gravitation folgende Schwere des fallenden 
Körpers verändert durch die nach außen wirkende Zen- 


trifugalkraft i 
— mb; = imu?r coso 


und die nach Osten gerichtete Corioliskraft 


— mb. = 2jmuv, cos y. 
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§ 1. Elemente der Theorie der Felder. 


72. Definition des Begriffes: Feld. Ein unbegrenzter oder be- 
grenzter Raum, dessen Punkten Zahlwerte gesetzmäßig zugeordnet 
sind, heißt ein skalares Feld. Ein Raum, dessen Punkten ein 
gesetzmäßig veränderlicher Vektor zugeordnet ist, heißt ein 
Vektorfeld. Die entsprechende Definition gilt für ein Tensor- 
feld zweiter oder höherer Stufe. 

Die die gesetzmäßige Zuordnung bestimmende Funktion heißt 
Feldfunktion. Sie wird in der Umgebung eines Punktes im all- 
gemeinen als eindeutig, stetig und differentiierbar vorausgesetzt. 

Physikalische Beispiele für skalare Felder sind die Verteilung 
einer Temperatur oder eines Potentials im Raum, für Vektorfelder 
die Kraft- und Strömungsfelder, für Tensorfelder 2. Stufe die De- 
formations- und Spannungsfelder. 

Ein Punkt des Feldes wird Aufpunkt genannt und oft einfach 
durch Angabe seines Ortsvektors bezeichnet. 

73. Skalares Feld. Unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems soll die Feldfunktion mit V (z, y, z) bezeichnet 
werden. Alle Punkte, für die die Feldfunktion einen festen Wert c 
besitzt, erfüllen eine Fläche 

Maja) a (1) 
Gibt man c verschiedene Werte, so entsteht eine Flächenschar, die 
Schar der Niveauflächen des skalaren Feldes. Beispiele sind 
die Isothermenflächen einer Temperatur-Verteilung oder die Po- 
tentialflächen. 

Beim Fortschreiten von einem Aufpunkt P (z, y, z) zu einem be- 
nachbarten Punkt P' (x + dz.y + dy, z+ dz) der gleichen Niveau- 
fläche ist die Änderung der Feldfunktion Null. Es soll nun allge- 
meiner die Änderung dV der Feldfunktion V untersucht werden, 
wenn man von einem Anfpunkt P mit dem Ortsvektor 


r=ir+jy+ fz 
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zu einem beliebigen benachbarten Aufpunkt P’ mit dem Ortsvektor 
r=er-dr=il@t de) -+ jy + dy) + tliz + de) 


übergeht. Dann ist 
Fo aF òV 
aV = Sat t gy tY t de (2) 


im allgemeinen von Null verschieden. dV kann in die Form eines 
skalaren Produkts gesetzt werden: 


ae RP. GN 
= -i5 +15 ai 5.) Üde + idy + tda); P 


dessen zweiter Faktor ist der infinitesimale Vektor 

de mar ay 02 
der von P nach P’ führt. Der erste Faktor ist nur vom Ort P ab- 
hängig, nicht von einem bestimmten Nachbarpunkt P’, und heißt 


der Gradient des Feldes im Punkt P. 


Man schreibt or òV 


E] 
dV = grad V- dr. 
Für das Rechnen ist die von Hamilton eingeführte Bezeichnung 
var. OR A P 
i— + Er +f „= V y (5) 


DE 


oV 
T +t T grad V, (4) 


also 


zweckmäßiger. Setzt man 
vrik tiitt) 

so ist V (gelesen Nabla) das Symbol für den Lückenausdruck 

Taiatini 6) 
Dieser Ausdruck ist ein formaler Vektor, der zugleich die 
Ausführung einer Differentiation an einer nachfolgenden Funktion 
verlangt. Unter Einführung dieser Bezeichnung wird 

UU = N A a A (6) 
die gesuchte Änderung der Feldfunktion. 

74. Gradient, Der Gradient “7V ist jedem Punkt des skala- 
ren Feldes eindeutig zugeordnet und bestimmt ein Vektorfeld. 
Für jede in die Niveaufläche fallende infinitesimale Fortschreitung 
dr verschwindet dV. Also ist nach (6) der Gradient Y V ein Vek- 
tor, der in die Normalenrichtung der Niveaufläche fällt. Schreitet 
man von einem Punkt einer Fläche mit dem Feldwert V in Rich- 
tung der Normalen um dr zu einer Fläche höheren Niveaus V+ dV 
fort, setzt also d V œ> 0, so muß nach (6) Y V zu dr gleichsinnig sein. 
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DerGradientgehtalsoinRichtungderNormalen 
von einer Fläche niedrigeren zu einer Fläche 
höheren Niveaus und unterscheidet sich dem Richtungssinn 
nach von dem in der Physik vielfach gebrauchten Gefälle. 

Bezeichnet man mit n den Einheitsvektor der Normalen in Rich- 
tung der wachsenden V und setzt 


dr =ndn, 
so wird nach (6): 
dV=n-VVdan=|VVldn. (7) 
Der Betrag des Gradienten ist 
oVv\® | (ov\2  (öoV\e dv 
v r= Ve t H = 


Denkt man sich das Feld erfüllt von Niveauflächen von gleicher 
infinitesimaler Niveaudifferenz dV, so ist der Betrag des Gradien- 
ten an jeder Stelle des Feldes dem Abstand dn benachbarter Ni- 
veauflächen umgekehrt proportional und ein Maß für die Dichtig- 
keit der Niveauflächen des Feldes. 

Aus dem geometrischen Sinn des Gradienten folgt seine Unab- 
hängigkeit vom Koordinatensystem. Der Gradientist eine 
Invariante. Auch der Lückenausdruck (5) besitzt 
infolgedessen Invariantencharakter. Ein formaler 
Beweis hierfür wird später nachgebracht. (Kap. 6, Ziff. 225.) 

Die Orthogonaltrajektorien der Niveauflächen bezeichnet man 
als Feldlinien. Die Tangente einer Feldlinie fällt an jeder Stelle 
in die Richtung des Gradienten. Die Bestimmung der Feldlinien 
hängt von der Integration der Gleichung 

drt X VV =0 (9) 
ab, die durch das simultane System 
òV òV òV 
E dæ: dy- dz — Sa og de 
ersetzt werden kann. 

75. Richtungsdifferentialquotient einer skalaren Feldfank- 
tion. Bei einer Verschiebung des Aufpunkts um dr erfährt die Feld- 
funktion V nach (6) eine Änderung 

daV=dı-VYV. 
Nach Einführung des formalen Vektors V kann man das formale 
skalare Produkt (dr. V) als ein Symbol auffassen, das die Ausfüh- 
rung einer skalaren Differential-Operation verlangt, und 


dV = (dr SAV (10) 
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schreiben. Setzt man dt= dsi als Produkt aus Betrag und Ein- 
heitsvektor an, so wird 


dV=ds(t-V)V. 
Man bezeichnet 


— =(t-Y)V=t-VV (11) 


ds 


als Riehtungsdifferentialguotient von V. 
Um eine Richtungsdifferentiation in rechtwinkligen Koordinaten 
auszuführen, setzen wir (nach Ziff. 8) 


t=1cosa+jcosß+ fecosy. 
Dann wird 3 3 3 
t- V = cosa jz t Cos f gy T 0875 
also 


dv I a òV 
dq T C084 gg t Cos Ê gy T Cosy gg: (12) 


In Richtung der Normalen der Niveauflächen ergibt sich der Höchst- 
betrag für den Richtungsdifferentialquotienten: 

IV òV ‚oV òV r 
I —=n-V V=cos(nkx) 3 + cos (ny) Fy + cos (nz) 3 (13) 
wenn (nz): den Winkel der positiven Normalen gegen die x--- 
Achse bezeichnet. 

Wenn Richtungsdifferentialquotienten nach verschiedenen Rich- 
tungen auseinander zu halten sind, empfiehlt sich die Verwendung 
der Zeichen für partielle Differentiation: 

oV òV 
a aVV; a LE 

Von einem gewöhnlichen Differentialquotient unterscheidet sich 

ein Richtungsdifferentialquotient dadurch, daß ds eine lineare Diffe- 


rentialform, nicht aber das Differential einer Funktion s ist. Eine 
D 


solche existiert nicht, insofern fas als Grenzwert einer Summe be- 
(69) 
trachtet nicht allein von den Endpunkten P, und P., sondern auch 
von dem von P, nach P, führenden Weg abhängt. Die in der natür- 
lichen Geometrie der Kurven (Ziff. 42) auftretenden Differential- 
quotienten einer Ortsfunktion auf der Kurve nach der Bogenlänge 
der Kurve sind noch gewöhnliche Differentialquotienten; dagegen 
sind die in der natürlichen Geometrie der Flächen 
(Ziff. 57) vorkommenden Differentialquotienten nach den Bogen- 
längen zweier Scharen von Parameterkurven als Riehtungs- 
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differentialquotienten anzusprechen, da diese Bogenlän- 
gen nur auf je einer Einzelkurve, nicht aber allgemein auf der 
Fläche als Funktion der Endpunkte definierbar sind. 


76. Vektorfeld. Eine vektorielle Feldfunktion kann in der Gestalt 
b(2,y,2) = tu(z,y,2) + jv(2,y,2) + fw(z,y,2) (14) 


mittels dreier skalarer Feldfunktionen u, v, w aufgebaut werden. 
Als einfaches Beispiel einer vektoriellen Feldfunktion ist der Gra- 
dient einer skalaren Feldfunktion bereits aufgetreten (4) 


OF i „or òV 

KT a E AE 
Wie im Gradientenfeld bezeichnet man in jedem Vektorfeld als 
Feldlinien diejenigen Kurven, deren Richtung in jedem ihrer 
Punkte mit der Richtung des Feldvektors zusanımenfällt. Sie ge- 


nügen der Gleichung 
drb — N). (15) 


die dem simultanen System 


. ing dxr:dy:de=u:v:w (15%) 
gleichwertig ist. 


77. Richtungsdifferentialquotient einer vektoriellen Feld- 
funktion. DieÄnderungdesFeldvektorsp beim Fortschreiten 
von einem Aufpunkt P mit dem Ortsvektor r=ir+jy-+fz zu 
einem benachbarten Aufpunkt P’ mit dem Ortsvektor t + dt ist 


od ob ob 


dv kann unter Verwendung des infinitesimalen Vektors dr in fol- 
gender Weise geschrieben werden: 
à : so O ò 
dy = (idx + jdy + td)-(i sah 5 + 15.0; 
do =dr: YV vo = (dr. Y). (16) 
Die Änderung einer vektoriellen Feldgröße bei einer Verschiebung 
des Aufpunktes ergibt sich wie die Änderung einer skalaren Feld- 


größe durch Anwendung des skalaren Operators dr.V. 
Schreibt man jedoch [vgl. Ziff. 30, (80)] 


do = dr- (VD), (16) 


so erscheint die Änderung der vektoriellen Feldgröße als skalares 
Produkt aus der Änderung des Ortsvektors und einem nur vom Ort, 
nicht von der Richtung abhängigen Faktor, derlokalen Dyade Vv. 
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Als Richtungsdifferentialquotient der vektoriellen 
Feldfunktion v wird 
2 t. Yo = (t- V)o =t- (Vb) (17) 
bezeichnet, wenn wieder dt = dst gesetzt wird. 


78. Tensorfelder. In der gleichen Weise, wie sich die Richtungs- 
differentiation einer skalaren Feldgröße und einer vektoriellen 
Feldgröße herleiten ließ, kann man die Richtungsdifferentiation 
einer tensoriellen Feldgröße beliebig hoher Stufe erhalten. Ent- 
sprechend (16) und (17) erhält man für das Richtungsdiffe- 
rentialund den Richtungsdifferentialquotient einer 
Feldgröße ®: 


dB=dr-VP: (18a) 
#=t.V8. (18b) 


Dabei kann man in letzterer Formel die rechte Seite wieder ent- 
standen denken durch Anwendung des skalaren Operators (t. Y) 
auf die Feldfunktion; oder aber man kann die rechte Seite auf- 
fassen als skalares Produkt des Einheitsvektors t der Differentiations- 
richtung mit einem lokalen Tensor V ® nächst höherer Stufe. 

79. Invarianten eines Vektorfeldes: Divergenz und Rotation. 
Da der formale Vektor ‘/ ebenso wie ein wirklicher Vektor In- 
variantencharakter hat, besitzen alle aus V und einem Vektor ge- 
bildeten Produkte ebenso wie die Produkte zweier wirklicher Vek- 
toren einen vom Koordinatensystem unabhängigen Sinn. 

Neben der bereits eingeführten lokalen Dyade eines Vektor- 
feldes dv(z,%,2) lassen sich weitere Invarianten durch Produkt- 
bildungen herstellen, deren wichtigste als Divergenz und Ro- 
tation bezeichnet werden. 

Divergenz von v nennt man das skalare Produkt von VY mit 
der Feldfunktion v: 


dvd Yo=liz,tig,+t,)dutio+to) (19) 


- ou , òv , dw ; 


.Als Rotation von b bezeichnet man das Vektorprodukt von 
\/ mit der Feldfunktion v: 


roto=V Xo =i +i tt, X u+ ijv + tw) (20) 


, [ðw PD) , [ðu Ò w òv ou 
= EEE IE 


/ 


oder 
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Ebenso wie das Vektorprodukt zweier Vektoren kann auch 
V X bin die Form einer Determinante gesetzt werden: 


It A | 
ae Bar, wer i 
7X Pd 35. 5 (21) 
(u v w 


Bei der Berechnung dieser Determinante sind die formalen Produkte 
der Elemente der zweiten und dritten Zeile durch Differential- 
quotienten zu ersetzen. 


§ 2. Formale V-Rechnung. 


80. Differentiation von Summen und Produkten. Für das 
Operationssymbol V gilt wegen seines linearen Aufbaus das distri- 
butive Gesetz: es ist also: 

V u+) =Vu+ Vv, | 
Vu +b)=V.-u+ V.o, (D 
vxam)=VXu+rVxb; | 


oder unter Verwendung der Bezeichnungen grad, div, rot: 


grad (u + v) = grad u + grad v. 
div (u + v) = div u + div p, T) 
rot (u +- v) = rotu + rotb. 


Wenn das Operationssymbol V mit irgendeiner vorgeschriebenen 
Art der Multiplikation auf ein Produkt von zwei (skalaren oder 
extensiven) Faktoren angewendet werden soll, so muß es, was die 
Differentiation betrifft, auf jeden Faktor des Produktes zur An- 
wendung kommen. Es gilt zunächst also für jede Art der Multi- 
plikation 


Vap=Yaß+Vaß. 


Hier kennzeichnen die Pfeile vorübergehend die Faktoren, die diffe- 
rentiiert werden sollen. Es ist dann in jedem Falle jedes der ent- 
standenen Produkte daraufhin zu untersuchen, in welcher Weise 
die Faktoren vertauscht werden dürfen, damit \/ neben den Faktor 
zu stehen kommt, der zu differentiieren ist. 

Ein skalarer Faktor, der zwischen V und dem zu differen- 
tiierenden Faktor steht, kann auf die andere Seite von V gestellt 
werden: 


Y 4 
Vu =uVB. 
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Er kann auch auf die andere Seite eines etwa vorhandenen Multi- 
plikationszeichens gestellt werden; z.B. 


Y Y 4 
V-uß= Vu-ğp—=uV É. 

Um die Verwendung von Klammern und Pfeilen möglichst zu 
beschränken. wird folgende Festsetzung getroffen: die durch V 
vorgeschriebene Differentiation erstreckt sich im allgemeinen!) auf 
alle rechts von V stehenden Faktoren, auch wenn diese nicht durch 
eine Klammer zusammengefaßt sind. Soll nur ein Teil der Faktoren 
und zwar die V zunächst stehenden differentiiert werden, so werden 
diese Faktoren mit V durch eine Klammer zusammengeschlossen. 

So ist z. B. 5 y 

V (luv) =Vuv + Vuv, 


also 
Vw=(VWwv+tuVv, (I) 
oder 
grad (uv) =v grad u + u grad v. (IM) 
In ähnlicher Weise ergibt sich: 
Van=(Vu)n+uV:b, | um) 
vVxw=(VWxXpb+uV x»; 
oder 
div (ud) = grad u -b + u div b, m) 
rot (ub) = grad u X b + urotd. 


Bei der Differentiation eines Produktes von vektoriellen 
Faktoren darf ein vektorieller Faktor im allgemeinen weder auf 
die andere Seite von V, noch auf die andere Seite des Multiplika- 
tionszeichens gestellt werden. Dagegen kann der zu differentiierende 
Faktor mit dem fest bleibenden Faktor vertauscht werden, wenn 
es die Gesetze der verwendeten Multiplikation zulassen. 

So ist Ñ { 
Mao E No E A e o E G o (N 


Die rechte Seite läßt eine bemerkenswerte Umformung zu, durch 
die die lokalen Dyaden \u und Yv vermieden werden können. 
Nach dem Entwicklungssatz gilt die Identität 


4 4 
uX (V xXb)=\Vpb-u—u-\Vd 
oder l 
(V9) -u =u. Vvo +u X (V Xn»). 
Ebenso: 


ywn = nyn a A T Xu. 


1) Von dieser Festsetzung wird später manchmal abgewichen, wenn kein 
Irrtum entstehen kann, 
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Damit wird (IV) 
grad (u-d)=u-Vb+pb-Vu+uxXrotb+pnXrotu. (IV) 
Die beiden ersten Summanden uV v und v: Yu sind im wesent- 


lichen Richtungsdifferentialquotienten. 
Durch ähnliche Umformungen findet man 


V. (uX v)=0:-V Xu— u: V Xb; 
J X UX yi =v: Vu—u: Vi +uyVy.v—viyV.-.u; 


div (u X v) = v- rotu — u- roto. | 
rot (uXb)=d-Vu—u-Vp-+udivp —odivu. 


(V) 


oder 


Zu ähnlichen Formeln geben die mehrfachen Produkte Ver- 
anlassung. 

Eine Gleichung, die später gebraucht wird, soll noch angegeben 
werden. Ersetzt man in dem vierfachen Produkt: 


[AS AD 
= B.C 89 


den dritten Faktor & durch Y und differentiiert nur den vierten 
Faktor, der an Stelle von D mit v bezeichnet werden soll, so folgt 


(A X B). (V X w) =A. (V 1)-B— B. (Vv) A. (VD 
81. Doppel-\/. Bei zweimaliger Anwendung des Operators Y ' 
auf eine Feldfunktion gelten eine Reihe von bemerkenswerten Be- 
ziehungen. 
Wir bilden 
div grad V= V Y V 
Oo no ò wa nA ò 
=q +ð +ahliztig + t>) 


0° ò? 0° 
-ataat3m)? 


(A X B) (C X D) =A.CD-Y—B-CD-A 


und bemerken, daß V » V als Symbol einer skalaren Operation auf- 
gefaßt werden kann. Man setzt 


ee 
vYVutmrarä 


und bezeichnet A als Laplaceschen Operator. Er ist auf 
vektorielle und tensorielle Feldgrößen ebenso anwendbar wie auf 


skalare: also 
V. V Y = div grad V = AV lym 
V-Y=Ab; V-Vd=AB. | 
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Die Anwendung von /\ auf ein Produkt zweier skalarer Faktoren 
gibt nach (II) und (III) 


Alur =uAv+2Vu-Ve+vAu. (VII) 
Bildet man in ähnlicher Weise 
grad div v = V V: b = V° D, (VII) 


so kann $ 
or àù? La 2 Z 0? 
VENTH tl 
Kae a en Re eo ò? 
tiliga t iT ri trat 
als eine formale Dyade aufgefaßt werden, die die Ausführung einer 
Differentiation zweiter Ordnung an einer nachfolgenden Feldfunk- 


tion verlangt. 
Von besonderer Wichtigkeit sind folgende Identitäten: 


i et 
ò ò ò 
roterad Væ Y X YV V= [òs ðy %|=0 (IX) 
oV 0V aV 
òs òy 0x2 
ò ò Ò | 
òs òðy òz 
divnom = NV or AE) (X) 
òx 0y òðz 
u v w 


Endlich ist nach dem Entwicklungssatz 


ENOT DE NN T | 
oder (XD 
rot rot b = grad div v — ^An. | 
82. Formeln für den Ortsvektor. Eine Reihe von Formeln, die 
sich durch Anwendung von V auf den Ortsvektor r, der vom 
Anfangspunkt O nach einen Aufpunkt P führt, und seinen Betrag r 
ergeben, sind wegen ihres häufigen Auftretens von Wichtigkeit. 
Unter Verwendung rechtwinkliger Koordinaten, die wegen der 
Invarianz von V ohne Beschränkung der Allgemeinheit zulässig 


ist, ist r=ir+tiy+ttz, 
r=y} yF 


Durch Differentiation von 


A 
nach x erhält man 

N OP S 

tos A òx r?’ 


entsprechend für y und z. 
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Dann wird nach (4), (5) 
gadr=Vr=-=e. (22) 
Dabei ist e der in die Richtung des Ortsvektors fallende, vom An- 
fangspunkt O gegen den Aufpunkt P zu 
u, Playz) gerichtete Einheitsvektor (Fig. 47). Ähn- 
lich wird (für beliebigen Exponent k) 


, Ma YER N n= hre: (28) 
ov insbesondere 

i E E E 29 
Fig. 4T. N Fr = F e = 73 (23 ) 
erin divr= Yır=3; (24a) 
EYE), (24b) 

Weiter ist: 
v t= JA (24 c) 


die Einheitsdyade (Ziff. 33); infolgedessen ist jeder Richtungsdiffe- 
rentialquotient von r dem Einheitsvektor der Richtung selbst gleich 
[vel. (17): = 


ut Veit. (24d) 


Endlich ist, bei Anwendung von Doppel-\V, noch eine Gleichung 
von großer Wichtigkeit. Es ist nach (23°) für nicht verschwinden- 
des r 


i De 
div grad = V V 7 = = 
E Nach (III) ist 
ER r 1 le 
V4=(V4)t+ = V.}; 
r also nach (23) und (24a) 
n En; ee 
, Ver en U er el N 
En?) Mithin genügt — der Gleichung 
Be div grad =A - =0 (25) 


(Laplacesche Gleichung) in allen Punkten des 
Raumesaußerim Anfangspunkt r = 0. 

Wenn der Vektor t nicht vom Anfangspunkt 0, sondern von einem 
beliebigen Raumpunkt Q(£,7,£) aus nach einem Aufpunkt P(x, y, 2) 
führt (Fig. 48), lassen sich alle Differentialformeln für r unver- 
ändert übertragen, wenn Q fest und P veränderlich gedacht wird, 
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also die Differentiationen im Punkt P ausgeführt werden. Es ist 
nämlich dann 


t=ei@—Hd+iy—m+le— 9; 
= ye =F eT E 


òðr_zr—$, 
aa 
also 
gradr= r=} =e; (26) 
BEN 
V TENE $; usw. (27) 


Es ist jedoch nicht zu übersehen, daß auch der Punkt Q(£, n,£) 
veränderlich gedacht werden kann; führt man die Differentiationen 
in Q aus, so ist 

or z=—E or, 


Ja = ey USWw.; 


es ändern alle ersten Differentialquotienten das Vorzeichen. Man 
muß, um Verwechslungen zu vermeiden, den Punkt, in dem diffe- 
rentiiert wird, bezeichnen, etwa durch VY, bzw. V. Dann wird 

P Q 


Vr=—\Vr usw. (28) 
Q De 


Nur wenn keine Verwechslung möglich ist, soll bei Differentiation 
im Aufpunkt das Weglassen der Bezeichnung gestattet sein, also 
V für V gesetzt werden können. 

P 


§ 3. Divergenz. 


83. Quelldichte. Der Feldvektor v = i«u + jv + tw soll als Ge- 
schwindigkeit einer strömenden Flüssigkeit von unveränder- 
licher Dichte o (inkompressible Flüssigkeit) gedeutet werden. 

Eine Stelle in der Strömung, an der Flüssigkeit neu hinzutritt, 
heißt Quelle; eine Stelle, an der Flüssigkeit verschwindet, wird 
als Senke oder negative Quelle bezeichnet. Quellen können punkt- 
förmig oder kontinuierlich ausgebreitet sein. Als Ergiebigkeit 
einer Quelle bezeichnet man die Flüssigkeitsmenge, die sie in der 
Zeiteinheit liefert. Sind Quellen kontinuierlich ausgebreitet, so 
wird die auf die Volumeinheit bezogene Ergiebigkeit als Dichte 
der Ergiebigkeit oder kurz Quelldichte bezeichnet; sie stellt 
für eine endliche Volumeinheit nur einen Mittelwert dar; durch 
Grenzübergang gelangt man zur Quelldichte e in einem 
Punkt des Feldes. — 


Lagally, Vektorrechnung. 9 
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Die Gesamtergiebigkeit der in einem endlichen Gebiet enthalte- 
nen Quellen ist gleich dem Überschuß der durch die Begrenzung 
austretendenüberdieeintretende 
z 2 Flüssigkeitsmenge. Diese physi- 

kalische Tatsache soll zunächst 
für ein Elementarvolumen 


dr =dxdydz 


ĝu 
e urs— dx 
EEE „22, analytisch formuliert werden. Die 
er Komponente der Geschwindig- 
dy keit v in Richtung der x-Achse 
3 MEERE N liefert in der Zeit dt einen Über- 
Fig. 49 schuß an ausströmender über ein- 


strömende Flüssigkeit (Fig. 49): 
(u+3 SE da) dydzdt— udydzdt= = didt. 


Dieser Ausdruck mißt den Überschuß dem Volumen nach, 
und wenn die konstante Dichte 
e=]1 
gesetzt wird, auch der Masse nach. 
Der von der gesamten Geschwindigkeit gelieferte Überschuß ist 


dann ou òw 
S+ 5 Art — div vdrdt. (29) 


Dieser Überschuß ist gleich der Flüssigkeitsmenge edrdt, welche 
die in dem Volumelement enthaltenen Quellen in der Zeit dt liefern; 
mithin ist die Quelldichte (für o = 1) 

e=divd. (30) 
Damit ist eine mechanische Deutung für die Divergenz eines Feldes 
gefunden, dessen Feldvektor als Geschwindigkeit einer inkompres- 
siblen Flüssigkeit gedeutet wurde. Unabhängig von diesem hydro- 
dynamischen Sinn wird das durch (30) definierte skalare Feld 
e—=divv als das zu dem Vektorfeld v gehörige Quellenfeld 
bezeichnet. 

84. Gaußscher Integralsatz. Geht man zu einem beliebig be- 
grenzten endlichen Gebiet über, so ist die Gesamtergiebigkeit der 
eingeschlossenen Quellen 

fedr Z= faiv vdr, 


wobei die Integration über das eingeschlossene Volumen zu er- 
strecken ist. 


www.rcin.org.pl 


& 3. Divergenz. 131 


Um die durch eine Fläche in der Zeiteinheit strömende Flüssig- 
keitsmenge zu berechnen, zerlegt man die Fläche in Elemente do 
und bezeichnet mit do das orientierte Flächenelement bzw. seine 
Ergänzung, den in Richtung der Normalen fallenden Vektor vom 
Betrag do. Bei geschlossenen Flächen soll als positive Nor- 
malenrichtung stets die Richtung der äußeren Normalen 
gewählt werden. 

Das Volumen der durch ein Flächenstück in der Zeiteinheit strö- 
menden Flüssigkeitsmenge wird als Fluß bezeichnet. Der Fluß 
durch ein Flächenelement do ist v-do; der Fluß durch ein end- 


liches Flächenstück ist [v-do, wobei die Integration über das 


Flächenstück zu erstrecken ist, 
Für eine geschlossene Fläche ist [b-do der Überschuß der aus- 


strömenden über die einströmende Flüssigkeit, also gleich der Ge- 
samtergiebigkeit der eingeschlossenen Quellen. Mithin ist 


[div odr—= [v-do, (31) 
oder unter Verwendung des Operationssymbols \/ 

[V -odr = [v-do. (31°) 
In Koordinaten geschrieben erhält man: 


(31”) 
{SE =- a = =) He fi cos (nz) + v cos (ny) + w cos (nz)]do. 


[Wegen der Bezeichnung vgl. etwa (13).] 

Dieser Satz heißt der Gaußsche Integralsatz. Er ver- 
wandelt ein Raumintegralin ein Hüllenintegral, 
d.h. ein über eine geschlossene Fläche erstrecktes Öberflächen- 
integral. Er gilt unabhängig von der zur Ableitung verwendeten 
Deutung des Vektors b für jeden in einem endlichen Gebiet ein- 
deutigen, stetigen und differentiierbaren Feldvektor v und kann 
auch ohne Zuhilfenahme physikalischer Vorstellungen bewiesen 
werden. Der Ausdruck [o-do wird unabhängig von der physika- 
lischen Deutung von v als Vektorfluß bezeichnet. Ist b eine 
Feldstärke, so spricht man von Kraftfluß,. 

Die Feldlinien, die durch eine kleine, geschlossene Kurve gehen, 
bilden eine Röhre; diese wird, wenn v die Strömungsgeschwindig- 
keit einer Flüssigkeit ist, als Stromröhre bezeichnet; sonst 


spricht man von Kraftröhre, Wirbelröhre usw. 
o 
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Wir betrachten nun ein Gebiet, das von einem Stück einer Röhre 
und zwei Querschnitten Q, und Q, derselben begrenzt ist; im Inneren 
dieses Gebietes setzen wir Quellenfreiheit voraus. Dann ist 


fo-do =, 


das Integral genommen über die Begrenzung des Gebietes. Auf 
dem Mantel der Röhre ist an jeder Stelle v -do = 0, weil die beiden 
Vektoren b und do — ndo aufeinander senkrecht stehen. Der In- 
tegrationsbereich reduziert sich infolgedessen auf die beiden Quer- 
schnitte; die Normale ist an beiden Querschnitten nach außen ge- 
richtet. Kehrt man am Eintrittsquersehnitt die Normalenrichtung 


um, so folgt 

s fo-do= fv-do. (32) 

Q Qa 

Der Gaußsche Integralsatz sagt dann einfach aus, daß der Fluß 
durch jeden Querschnitt der Röhre denselben Wert hat. — 

Eine spezielle Form des Gaußschen Integralsatzes (31) erhält 
man, wenn b ein Gradient ist. Setzt man in (31°) 

b=\VT, 
so kommt 
[V-VVva=[VF-do; 
dabei ist nach (13) É f 
V V-do=n: V Vdo = = do; 


unter Verwendung von (VII) erhält man die wichtige Gleichung 
[ara = | "do. (33) 
85. Ergiebigkeit einer punktförmigen Quelle. Wenn sich eine 
einfach zusammenhängende, geschlossene Fläche gegen einen im 
Inneren gelegenen Punkt zusammenzieht, folgt aus dem Gauß- 
schen Integralsatz (31) 
[v -do 
div b = lim ——: (34) 
Jdr 
Dieser Grenzwert kann als Definition der Divergenz des Vektors v 
benutzt werden. Die Gleichung (34) sagt neuerdings aus, daß der 
Fluß durch die Begrenzung der Volumeinheit und damit die Quell- 
diehte durch die Divergenz des Feldvektors gemessen wird. 
Befindet sich in einem sonst quellenfreien Feld eine punkt- 
förmige Quelle von endlicher Ergiebigkeit E, so hat auch der 
Fluß durch jede den Quellpunkt einschließende Fläche, z.B. durch 
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jede Kugel um den Quellpunkt als Mittelpunkt denselben Wert E. 
Für eine Kugel vom Radius r wird der Fluß 


[o-do =4r?alv|= E. 


Der Betrag der Geschwindigkeit nimmt also mit dem Quadrat der 
Entfernung vom Quellpunkt ab. Die Divergenz im Quellpunkt wird 
nach (34) 


ATE REL. 
divo Hm, 


r>0 
also unendlich groß. Die Ergiebigkeit einer punktförmigen Quelle 
kann also nicht durch die Divergenz des Geschwindigkeitsvektors, 
sondern nur durch den Fluß durch eine geschlossene Fläche um 
den Quellpunkt gemessen werden. 


86. Mit dem Gaußschen Satz verwandte Sätze. Ersetzt man in 
dem Gaußschen Integralsatz 
IY edr = fo edo 
den Vektor v durch Ve, wo V eine skalare Feldfunktion, e einen 
konstanten Vektor bedeutet, so erhält man nach Ziff. 80 (IID) 
fe-VVdr= f Fe-do. 


Der Faktor e kann beiderseits vor das Integral gezogen werden; 
und da e ein willkürlicher konstanter Faktor ist, folgt aus der 
Gleichheit der beiden skalaren Produkte die Gleichheit der zweiten 
Faktoren: n 
[7 Vdr— |Vdo (35) 
oder: ý i 4 
| grad Vdr = | Vdo. (35) 


Ersetzt man in dem Gaußschen Integralsatz v durch p Xe: 
[V 0 X e)dı = fw X e)- do. 
so erhält man durch Ausführung der Differentiation nach (V) und 
Anwendung des Vertauschungssatzes: 
I x vedr = fdo Xv.e. 
Hieraus folgt wie oben: 
[V X n= fdo Xv (86) 


oder: S 
frot odt = fdo X v. (36') 
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Eine einfache Anwendung des Satzes (35) erhält man, wenn 
man V = 1 setzt. Dann ergibt sich: 


fao=0. (37) 


Diese Gleichung enthält die Verallgemeinerung des bereits be- 
kannten Satzes (Ziff. 14), daß die orientierte Oberfläche eines 
geschlossenen Polyeders Null ist, auf gekrünmte geschlossene 
Flächen. Zerlegt man (37) in Komponenten, so erhält man: 


[eos (nx)do = 0 (37) 


und zwei ebenso gebaute Gleichungen. Diese drei Gleichungen 
sagen aus, daß die Projektion einer geschlossenen Fläche auf jede 
Koordinatenebene und damit überhaupt auf jede Ebene Null ist. 
Bei der Projektion entsteht nämlich eine doppelte (oder in Teil- 
gebieten 2p-fache) Überdeckung mit entgegengesetzten Vorzeichen. 
87. Erweiterung des Gaußschen Satzes für Tensorintegrale. 
Eine Felddyade kann in eine dreigliedrige Summe von dyadischen 
Produkten zerlegt werden, deren rechte Faktoren vorgeschriebene 
konstante Vektoren, etwa i, j, Ý, sind (vgl. Ziff. 31): 


—ai+bj+ cf; 
a, b, c sind dann drei durch ® und die Wahl von i, j, É eindeutig 
bestimmte Feldvektoren. 
Dann läßt sich das Hüllenintegral fdo. ® nach dem Gau Bß schen 
Integralsatz in der folgenden Weise umformen: 


fdo. B= fdo- (ai + bj + ch 
= [V -adti + [V -bdrj + [V -cart 
= |V (mit bj + Hdr. 


Damit ergibt sich folgende Erweiterung des Ga u Bschen Integral- 


satzes: 
[V- bdr = fdo- D.. (38) 


Sie hat dieselbe Form wie der ursprüngliche Gaußsche Integral- 
satz für Vektoren. Durch Wiederholung desselben Verfahrens läßt 
sich zeigen, daß die Gleichung (38) auch für Tensoren beliebig 
hoher Stufe gilt. 

88. Zusammenstellung. Die bisher gefundenen Integralsätze 
lassen sich in folgender Weise zusammenstellen: 
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ja p= - [ao V; 
fd: -v= fdo -v; 

R 

far- B= fdo. 2. 


(39) 


Die Umwandlung eines Raumintegrals in ein Hüllenintegral kann 
also mechanisch dadurch ausgeführt werden, daßmandr\/ durch 
dv ersetzt. 

In ähnlicher Weise, wie sich mit Hilfe des Ga u B schen Integral- 
satzes div v durch einen Grenzwert (34) darstellen ließ, lassen sich 
nach (39) sämtliche mit Hilfe des Operationssymbols V gebildeten 
Invarianten als Grenzwerte auffassen: 


lo V 
grad V = V V = lim z, 
dr 


y m 7 fao-v 
div b = V -+ b = lim —; 
far 
(40) 
? faoxv 
A a a: — ; 
dr 


V:d=]lim 


§ 4. Rotation. 

89. Mechanische Deutung der Rotation. Dreht sich ein starrer 
Körper, von dem ein Punkt O festgehalten wird, mit der Winkel- 
geschwindigkeit!) 

u=iġ tjin tl (41) 
um eine durch O gehende Achse, so ist die Geschwindigkeit eines 


Punktes P des Körpers 
DENE 


r ist der von O nach P führende Ortsvektor. 
1) In weiten Gebieten der mathematischen Physik ist es üblich, die Maß- 
zahlen einer Winkelgeschwindigkeit $, 7, ¢ zu nennen. Aus diesem Grund 


ist hier von dem Gebrauch abgewichen, die Maßzahlen eines Vektors mit 
lateinischen Buchstaben zu bezeichnen. 
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Es soll die Rotation der Geschwindigkeit v berechnet 
werden: 


en 
rot =rot(u X rt) =V X| n ¿| 
z y el 


Der letzte Ausdruck nimmt nach (21) die folgende Gestalt an: 


i i p 9 
ò ò ò 
rot b = IE òy Fs 
nz—ċy Ix— 52 Ey—ınz 
= 2t + 2jn + 2t%; 
roto = 2u. (42) 


Die Rotation der Geschwindigkeit v eines beliebigen Punktes 
eines starren Körpers ist gleich der doppelten Winkelgeschwindig- 
keit des starren Körpers. Der Satz bleibt gültig, wenn sich der 
starre Körper nicht, wie oben angenommen, um einen festen Punkt 
dreht, sondern außer der Drehung eine beliebige Translations- 
bewegung ausführt. 

Es ist also die Winkelgeschwindigkeit 


u= + rotb, (42°) 


wenn b der Feldvektor der Geschwindigkeit eines Punktes des 
starren Körpers ist. 


90. Linienintegral eines Vektors [verg]. Ziff. 64 (Arbeit einer 
D 
Kraft)]. Das Linienintegral fo-dr eines Feldvektors b, berechnet 


zwischen zwei Punkten P, ua P, längs irgendeiner von P, nach P, 
führenden Kurve C, ist im allgemeinen nicht nur von den Grenzen 
des Integrationswegs, sondern von diesem selbst abhängig. Soll 
das Linienintegral vom Weg unabhängig sein, so muß d-dr ein 
totales Differential EV einer skalaren Funktion V des Ortes sein, 
wobei dV selbst die einer Verschiebung des Aufpunkts um dr ent- 
sprechende Änderung von V ist. Also muß 


vedr =d V =dr:-VV 
sein für jede Änderung dr, also 


=VV; (43) 


ann wir 
d d (2) 


p-t=V,—V.. (44) 


A 
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Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Unabhän- 
(2) 
gigkeit des Linienintegrals fo-dr vom Weg ist also 


die, daß v ein Gradient ist. Dann ist das Linienintegral bei 
festgehaltenem Anfangspunkt eine eindeutige Funktion des End- 
punktes des Integrationswegs, solange der Integrationsweg auf ein 
Gebiet beschränkt ist, in dem F eine eindeutige Funktion des Ortes 
ist. Darüber hinaus hat in einem solchen Gebiet das Linienintegral 
denselben Wert V,—V, für allelntegrationswege, welche 
von irgendeinem Punkt der Niveaufläche mit dem Feldwert V, nach 
irgendeinem Punkt der Niveaufläche mit dem Feldwert F, führen. 
Wird ein Integrationsweg in umgekehr- 
ter Richtung durchlaufen, so ändert das 
Linienintegral sein Vorzeichen: 
@ a) 
fo-dr=— [v-ar. (45) 
d) (2) 
Diese Gleichung gilt für einen beliebigen 
Vektorp,wenn der Rück weg aufderselben 
Kurve genommen wird; siegilt,wenndder 
Gradient einer skalaren Ortsfunktion V ist, auch für jeden anderen 
Rückweg innerhalb eines Gebietes, in dem V eindeutig ist. Infolge- 
dessen ist das Linienintegral des Gradienten einer eindeutigen 
Funktion über eine geschlossene Kurve (Randintegral) Null: 


Fig. 50. 


ddr-VI=0. (46) 


Dabei ist eine wichtige Bemerkung nicht zu übersehen. Aus der 
Eindeutigkeit des Gradienten VY F kann man die Eindeutigkeit von 
V selbst mit Sicherheit nur in einfach zusammenhängenden Ge- 
bieten folgern, nicht aber in mehrfach zusammenhängenden, etwa 
ringförmigen Gebieten. Es ist möglich, daß V in jedem einfach 
zusammenhängenden Gebiet eines Ringgebiets eindeutig ist, in dem 
Ringgebiet selbst aber nicht. Dann besitzt das Randintegral über 
alle geschlossenen Kurven des Ringgebiets, die in dem Ringgebiet 
stetig ineinander übergeführt, aber nicht auf einen Punkt zu- 
sammnengezogen werden können, einen festen Wert I: 


far V V=T. (47) 


Um das zu zeigen, verbindet man zwei geschlossene Kurven dieser 
Art durch einen Querschnitt (Fig. 50). Dadurch entsteht ein einfach 
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zusammenhängendes Gebiet von der Form eines aufgeschnittenen 
Ringes, über dessen Begrenzung das Randintegral fdr- V V Null 
ist. Dabei werden die beiden geschlossenen Kurven mit entgegen- 
gesetztem Umlaufssinn und der Querschnitt zweimal in verschie- 
denem Sinn durchlaufen. Daher hat das Randintegral über jede 
der beiden geschlossenen Kurven bei gleichem Umlaufssinn den 
gleichen Wert T. 
Auf einem nicht geschlossenen Weg in dem Ringgebiet ist 

(2) 

ja-Vv=1,—V, 

160) 
keine eindeutige Funktion, da V selbst keine eindeutige Funktion 
des Ortes ist, sondern sich bei jedesmaligem Umlauf um Z’ ändert. 
Eine solche Funktion heißt zyklisch. Man kann sie dadurch 
eindeutig machen, daß man das ringförmige Gebiet durch einen 
Querschnitt einfach zusammenhängend macht. Dann besitzt die 
Feldfunktion an jeder Stelle des Querschnitts auf dessen beiden 
Ufern Werte, die sich um Z’ unterscheiden. 

91. Konservative Kräfte. Ein Beispiel für ein nicht exaktes 

Differential ist (vgl. Ziff. 64) im allgemeinen die Elementararbeit 


einer Kraft Ñ: Ad (48) 


Sie wird nur dann zu einem exakten Differential, wenn sie das 
Differential einer skalaren Feldfunktion ist. Hierzu ist notwendig 
und hinreichend, daß die Kraft konservativ ist, d. h. daß 
eine skalare Feldfunktion, die Kräftefunktion U, existiert, 
deren Gradient die Kraft & ist: 


Rey W, (49) 
Dann ist die Elementararbeit 
AAN U Un (50) 


und die Arbeit zwischen F, und P., ist die Differenz der Werte der 
Kräftefunktion in diesen Punkten, also vom Weg unabhängig: 
4,=U,—U,. (50) 
Physikalisch wichtiger als die Kräftefunktion U ist die po- 
tentielle Energie 
F=- U 
des bewegten Massenpunktes. Bei Verwendung dieser Funktion V 
erscheint die Kraft als Potentialgefälle: 
oic (51) 


~ 
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Die Arbeit zwischen zwei Punkten wird 

Alk= V — n. (51°) 
Bemerkt man anderseits, daß nach dem Satz von der lebendigen 
Kraft (Ziff. 64) A=T,—T, 


ist, so erhält man den Energiesatz für die Bewegung eines 
Massenpunktes unter dem Einfluß einer konservativen Kraft: 


n-T-n-H#. (52) 


Die Summe aus lebendiger Kraft und potentieller Energie besitzt 
in jedem Punkt der Bahn denselben Wert; es ist 


MEEVEE (52) 
wo E eine Konstante, nämlich die Gesamtenergie des be- 
wegten Massenpunktes ist. 

Kräftefunktion und potentielle Energie können eindeutig oder 
zyklisch sein; ersteres ist der Fall bei den Anziehungskräften gra- 
vitierender oder elektrischer Massen; letzteres bei den durch einen 
geschlossenen elektrischen Strom hervorgerufenen magnetischen 
Kräften. In letzterem Fall erfordert die Bewegung eines Poles auf 
jedem geschlossenen Weg um den Leiter herum die gleiche Arbeit. 

92. Stokesscher Integralsatz. Das Linienintegral längs einer 
geschlossenen Kurve C fo-dr 


läßt sich in ein Flächenintegral über eine von C berandete Fläche F 
verwandeln, wenn es möglich ist, in C eine Fläche F derart einzu- 
spannen, daß in allen Punkten dieser 
Fläche v endlich, eindeutig, stetig und 
differentiierbar ist. 

Um das zu beweisen, teilt man die 
Fläche F durch zwei Kurvenscharen in 
kleine Teiltlächen, die mit Ausnahme 
deran Ü gelegenen Reststücke parallelo- 
grammartig sind (Fig. 51a). Dann kann 
man das Randintegral längs C ersetzen 
durch die Summe der Randintegrale um 
sämtliche Teilflächen; denn beim Umlaufen der Teilflächen werden 
sämtliche Linien, welche die Teilung von F bewerkstelligen, zwei- 
mal in entgegengesetztem Sinne durchlaufen mit alleiniger Aus- 
nahme des Randes C. Der Fläche soll in jedem Punkt eine Nor- 
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malenrichtung zugewiesen werden, die mit der Umlaufsrichtung 
zusammen eine Rechtsschraube bildet. 

Es soll jetzt das Randintegral fo-dr um eine Teilfläche be- 

rechnet werden. Wir bezeichnen (vgl. Fig. 51b) die Seite des Vier- 

d,wtd,d,w ecks, die von einer Ecke 

dywtd,de AUS in Richtung des Um- 

laufssinnes ausgeht, mit 

dr, und die Seite, die dem 

Umlaufssinn entgegen 

von derselben Ecke aus- 

geht, mit dar. Allgemein 

sollen d, und d, als Sym- 

bole fürDifferentiale einer 

Feldgröße verwendet 

werden, wenn der Aufpunkt um d,t bzw. dr verschoben wird. Es 

verändern sich dabei insbesondere die Seiten dr um d,d r und d,t 
um dd r. Mithin sind die noch fehlenden Vierecksseiten mit 


ditt didir und dyr F did,t 


diw 


dı“ 
Fig. 51b. 


zu bezeichnen; dann ist, wie bereits bekannt [Ziff. 58 (74’)] 
d.d,r— dd. = 0 (53) 


die Schließungsbedingung für das Viereck. 

Es sind ferner die Differenzen von v-dr an zwei gegenüberliegen- 
den Vierecksseiten für das eine Seitenpaar d,(v-d,r), für das 
andere Seitenpaar d, (v-d). Dann nähert sich das Randintegral 
um das Viereck für abnehmende Seitenlängen dem Wert: 


fvo-dr = d, (dd) — d, (0 +d, t), 
oder mit Rücksicht auf (53): 
fo-dr=d, v-d t — d,v-dir. 
Durch Ausführung der Richtungsdifferentiationen erhält man: 
fo- dr =d t: Vod r — dyr: Y b-d r, 
und wegen der Identität Ziff. 80 (VI) 


dv-dı—(d;r x dAr)-(V X) 
oder © 
fo- dr = do-rotv. (539 


d, r X d, r= do ist der orientierte Inhalt eines infinitesimalen Par- 
allelogramms und unterscheidet sich um ein Differential 3. Ordnung 
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vom Inhalt des parallelogrammartigen Vierecks. Läßt man die 
Teilung dicht werden und integriert über die Randkurve C, so ver- 
schwindet dieser Unterschied ebenso wie der Inhalt der an C ge- 
legenen nicht parallelogrammartigen Reststücke. 

Damit ist die Umwandlung des Randintegrals längs C in ein 
Flächenintegral über F gefunden: 


$v-dr—= [rotd-do. (54) 


Diese Gleichung wird als Stokesscher Integralsatz be- 
zeichnet. In Koordinaten lautet er: 
acos (ng) cos(ny) cos(nz) 
$i uds + vdy + wdz) = j = 5 = do. (54) 
` u v w 
Der Stokessche Integralsatz sagt aus, daß das Randintegral 
eines Vektors v um eine geschlossene Kurve gleich dem Fluß des 
Vektors rotv durch eine in die Kurve eingespannte Fläche ist. 
Diese Fläche ist bei festgehaltenem Rand C in einem Gebiet will- 
kürlich, in dem die Bedingungen der Endlichkeit, Stetigkeit, Ein- 
deutigkeit und Differentiierbarkeit von b erfüllt sind. 
Für eine in diesem Gebiet liegende geschlossene Fläche 
ist daher - 
| rotv-do =0. 


Der Wirbelfluß durch eine geschlossene Fläche ist Null; begreif- 
licherweise; denn nach dem Gaußschen Integralsatz müßte er 
gleich der Ergiebigkeit der eingeschlossenen Quellen des Vektors 
rotd sein, und zufolge der Identität Ziff. 81 (X) 
div rot v = 0) 

ist jeder Wirbelvektor quellenfrei. — 

Aus (53°) läßt sich, wenn mit n der Einheitsvektor der Normalen 
der Plangröße do bezeichnet wird, die Gleichung 

n-rotd = lim ar 
o 

herleiten, die den Gleichungen (40) verwandt ist. Sie sagt aus, daß das 
Linienintegral eines Vektors um die Berandung der Flächeneinheit 
gleich der Projektion seiner Rotation auf die zugehörige Normale ist. 

93. Eine Anwendung des Stokesschen Integralsatzes. Nach 
dem Stokesschen Integralsatz (54) 


frotv-do —dv.dr 
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wird für einen im Integrationsbereich wirbelfreien Vektor v, für 


den also 
rotd=0 


ist, - 
i ġvo-dr=0. 


Dieses Linienintegral ist über eine beliebige geschlossene Kurve 
des Gebiets zu erstrecken, in dem rotb==0 ist. Dann ist nach 
Ziff. 90 b ein Gradient: 
DW 1% 
Diese Integration der Gleichung rotv==0 kann als Umkehrung 
der Identität Ziff. 81 (IX) 


rot grad V = 0 
aufgefaßt werden. 


94. Mit dem Stokesschen Integralsatz verwandte Sätze. Der 
Stokessche Integralsatz (54) läßt sich in folgende Gestalt bringen: 
ddr v—= fdo. 7 X v= fto X V-o. 


Hieraus lassen sich wie bei der Umwandlung des G a u B schen In- 
tegralsatzes (Ziff. 86, 87, 88) eine Reihe von neuen Gleichungen 
gewinnen. 

Ersetzt man z.B. b durch einen Vektor von fester Richtung 


v= Fe, 
so kann man den konstanten Vektor e aus den Integralen heraus- 
ziehen; dann sind, weil e beliebig ist, die zweiten Faktoren gleich 


fdrV= fdo X VY. (55) 
Ersetzt man v durch b X e, so erhält man eine Umformung des 
Linienintegrals fdr Xv; endlich kann man den Stokesschen 
Integralsatz für Tensorintegrale erweitern. 
95. Zusammenstellung. 
fdr-o= fdo X V-v= fdo- rotv; 
fdrV = fdo KV V= fdo X grad V; 
fdr X o= (do X Y) X 0; 
far. = jido X V) D= fdo: V X P. 


Die Umwandlung eines Randintegrals in ein Flächenintegral 
kann formal dadurch ausgeführt werden, daß dr durch do X V 
ersetzt wird. 


(56) 


www.rcin.org.pl 


§ 5. Anwendungen auf Hydrodynamik. 143 


§. 5. Anwendungen auf Hydrodynamik. 

96. Vorbemerkungen. Die Geschwindigkeitsverteilung in einer 
strömenden Flüssigkeit bildet ein zeitlich veränderliches Vektor- 
feld. Die Feldlinien in einem festen Zeitpunkt werden als 
Stromlinien bezeichnet. Sie sind nicht zu verwechseln mit den 
Bahnkurven, in denen sich die einzelnen Flüssigkeitsteilchen 
bewegen, und mit denen sie nur bei stationärer Bewegung 
identisch sind. 

Es sollen die Gesetze der Bewegung einer idealen Flüssigkeit 
aufgestellt werden. Unter einer idealen Flüssigkeit wird eine 
Flüssigkeit verstanden, in welcher der Druck an jeder Stelle kon- 
stant ist; d.h. auf die Flächeneinheit sämtlicher Flächenelemente, 
die man durch einen Punkt im Inneren der Flüssigkeit legen kann, 
wirkt derselbe spezifische Druck p und zwar in Richtung der 
Normalen. Das soll nicht nur im Zustand der Ruhe, sondern auch 
im Zustand der Bewegung gelten. Von den Scherkräften, welche 
bei der Bewegung einer wirklichen Flüssigkeit auftreten, wird ab- 
gesehen. 

Die Dichte oe der Flüssigkeit soll entweder konstant sein — in 
diesem Fall heißt die Flüssigkeit inkompressibel —, oder sie 
soll eine Funktion des Druckes p allein sein. 

97. Kontinuitätsgleichung. Für die stetige Bewegung einer 
Flüssigkeit muß in erster Linie eine kinematische Bedingung er- 
füllt sein, die aussagt, daß die Flüssigkeit den von ihr eingenom- 
menen Raum dauernd lückenlos erfüllt. Diese Bedingung gilt 
übrigens für nichtideale Flüssigkeiten genau so wie für ideale. 

Es soll ein ganz im Innern der Flüssigkeit gelegenes endliches 
Gebiet betrachtet werden, in dem eine kontinuierliche Verteilung 
von Quellen von der Quelldichte e zugelassen ist (Ziff. 83). 
Dann wird die von diesen Quellen in der Zeiteinheit gelieferte 
Flüssigkeitsmenge einerseits dazu dienen können, daß die inner- 
halb der Begrenzung befindliche Flüssigkeitsmenge infolge Zu- 
nahme der Dichte vermehrt wird, andrerseits dazu, daß ein Über- 
schuß der Menge der durch die Begrenzung ausströmenden über die 
Menge der einströmenden Flüssigkeit besteht. 

Die Gesamtergiebigkeit der eingeschlossenen Quellen bezogen 
auf die Zeiteinheit ist fedr. Ist die Gesamtmenge der eingeschlosse- 


nen Flüssigkeit fods, so ist ihr Zuwachs infolge Vergrößerung der 


; On nd 
Dichte bezogen auf die Zeiteinheit fs dt. 
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Nach dem Gaußschen Integralsatz ist der Überschuß der aus- 
strömenden über die einströmende Menge, wenn d wie immer die 
Geschwindigkeit bedeutet, der Masse nach 


fev- do= [div (ov)dr. 
Infolgedessen gilt die Gleichung: 
ledı= = pa >dr + faiv (ov)dr; 


sie gilt nicht nur für die EN ins Auge gefaßte Begrenzung, 
sondern für jede Begrenzung in einem Gebiet, in dem die Funktio- 
nen e und v eindeutig, endlich, stetig und differentiierbar sind. Also 
eilt ds 
a U (od). (57) 


Insbesondere bezeichnet man die für quellenfreie Gebiete 


geltende Gleichung: 
5, + div @=0 (57a) 


als Kontinuitätsgleichung. Sie reduziert sich für inkom- 
pressible Flüssigkeiten auf 
divv==0. (57b) 


98. Substantielle Änderung einer Feldgröße. Um die zeitliche 
Änderung einer an ein substantielles Teilchen gebundenen Größe, 
z. B. der Dichte ọ oder der Geschwindigkeit b des Teilchens, zu 
finden, muß man beachten, daß in der Funktion /(zyzt), welche 
diese Größe gibt, x, y, z selbst Funktionen von £ sind. Also ist 


AN ofdx ,ofdy “Of ds 
An ee ae dt 
oder 
et. yr. (58) 


Darnach setzt sich die substantielle änderung y aus zwei 
Teilen zusammen: 


1. aus der lokalen Änderung 2 d. h, der Änderung der 


SO 
Feldgröße f am Ort, die bei stationären Strömungen Null ist; 

2. aus der konvektiven Änderung b: Vf, die durch den 
Transport des Flüssigkeitsteilchens an eine Stelle mit einem ande- 
ren Werte der Größe / verursacht ist und auch bei stationären 
Strömungen nicht verschwindet. 
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Mit Hilfe des Begriffs der substantiellen Änderung läßt sich die 
Kontinuitätsgleichung umformen. Zunächst folgt aus (57a) nach 
Ziff. 80 (III): 

a e VeteoV db. 
Also ist nach (58) 


oder 


div b = — —> =>. (59) 


Diese Gleichung, die divb in die Form der substantiellen Änderung 
einer Funktion der Dichte bringt, drückt nichts anderes aus als 
die Unveränderlichkeit der Masse eines Teilchens bei der Bewe- 
gung. Denn wenn sich dabei ein Volumenelement ôr in der Zeit dt 


ee Aè 
um dör ändert, gibt s= den entstehenden Volumenzuwachs bezogen 
auf die Volumeinheit; es ist also nach (30) 


dòt = div bdtdr. 
Mithin ist nach (59) 


dlgör dlgo _ 
Dr era h 
l l 
RED gôt = const, (60) 


womit die Unveränderlichkeit der Masse ausgedrückt ist. 

99. Eulersche Gleichung der Bewegung. Die Bewegung eines 
Flüssigkeitsteilchens genügt dem Grundgesetz der Dynamik, das 
nach Ziff. 64 (103) in der Form 

AN o , 

ETET R (61) 

geschrieben werden kann. Hier ist 

F= fovdr 
der Impuls des Flüssigkeitsteilchens, R die Resultierende der auf 
das Teilchen wirkenden Kräfte. Diese setzt sich zusammen aus 
der Resultierenden Ra der auf das Teilchen wirkenden Massen- 
kräfte — im allgemeinen kommt nur die Schwere in Betracht — 
und aus der Resultierenden der auf die Begrenzung des Teilchens 
von außen wirkenden Druckkräfte. Erstere ist 


R.— [oRar, 


wenn mit X die auf die Masseneinheit bezogene Massenkraft be- 
zeichnet. wird: letztere ist 


== — fpdo, 


Lagally, Vektorrechnung. 10 
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wenn p den spezifischen Druck bedeutet. Nach dem Gaußschen 
Integralsatz (35) wird 

B—=—[Vpdr. 
Damit wird die Bewegungsgleichung (61) des Teilchens 


£ fondr= fo&dr -Í Vpdrt. 


Bemerkt man, daß links wegen der Konstanz der Masse (60) die 
Differentiation nur an b auszuführen ist, so hat man 


fe = dt = [oRdr — [V pdr, 


und weil diese Gleichung für (mit gewissen Beschränkungen) be- 
liebige Begrenzung gilt, 


P=- yn. (62) 


Die hier auftretende Geschwindigkeit = ist die substantielle, d. h. 
an die bewegte Masse gebundene Änderung der Geschwindigkeit, 
also nach (58) o ob 


Damit erhält man die Eulersche Gleichung für die Be- 
wegung einer Flüssigkeit: 


ò , 1 7 
gr t» Vo=8—4 Vp. (63) 


Sie genügt zusammen mit der Kontinuitätsbedingung zur Beschrei- 
bung der Bewegung der Flüssigkeit bei gegebenen Anfangs- und 
Grenzbedingungen. 

Die äußere Kraft & ist im allgemeinen konservativ, kann also 
unter Einführung der potentiellen Energie V der Masseneinheit in 
die Form S-_yF 
gesetzt werden. 

100. Integrale der Eulerschen Gleichung. Die Eulersche 
Gleichung (63) läßt eine wichtige Umformung zu. Ersetzt man in 
der Identität Ziff. 80 (IV’) beide Faktoren u und v durch die Ge- 
schwindigkeit v, und bezeichnet ihren Betrag |b mit q, so wird (IV’) 


3 grad q? = b. Vv +D X roto. (64) 


Damit wird die E ule r sche Gleichung, wenn man noch die äußeren 
Kräfte konservativ voraussetzt, in folgende Form gebracht: 
od q? 


PD Ser ME Zee? ER 5 
Mech Va db X rotd va’ ; TP- (65) 
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Die Bedeutung von rotv, das jetzt in der Eulerschen Glei- 
chung auftritt, ist folgende: Nach (42a) ist 


u=} rot (66) 


die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich ein starrer Kör- 
per dreht, wenn b der Feldvektor seiner Geschwindigkeit ist. In 
der komplizierten Bewegung, die ein Flüssigkeitsteilchen unter 
gleichzeitiger Formänderung in jedem Zeitelement ausführt, be- 
findet sich also als Komponente eine Drehung um eine Momentan- 
achse, wobei sich das Flüssigkeitsteilchen wie ein starrer Körper 
verhält. Diese Drehbewegung wird als Wirbelbewegung be- 
zeichnet und durch (66) gemessen. 

Strömungen, die olıne Drehung der Flüssigkeitsteilchen ver- 
laufen, heißen wirbelfrei. Sie sind durch 


roto 0 (67) 
gekennzeichnet. Dann ist v nach Ziff. 93 ein Gradient. Man setzt 
i= orado Ny (68) 


und nemt g das Geschwindigkeitspotential der wirbelfreien 
Strömung, die auch Potentialströmung genannt wird. (Die 
Bezeichnung durch den griechischen Buchstaben @ entspricht dem 
Gebrauch in der Hydrodynamik.) 

Ist die Flüssigkeit nkompressibel, so wird die Kontinuitäts- 
gleichung (57b) 

div b = div grad p = Ay =0. (69a) 

Das Geschwindigkeitspotential genügt der Laplaceschen Glei- 
chung. 

An Stellen, an denen die Kontinuitätsgleichung nicht erfüllt, viel- 
mehr eine Quelldichte e vorhanden ist, tritt an ihre Stelle nach (57) 
die Poissonsche Gleichung: 


Ay=— (69b) 
Die Euler sche Gleichung selbst wird bei wirbelfreier Bewegung 


— 099 — ® ay 1 nn 
e e Vea 77 NVE=0; 


sie ergibt durch Integration die gewöhnlich als Bernoullische 
Gleichung bezeichnete Druckgleichung: 


dp , òP RR 
N o Mar is 0). 
10* 
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F (t) ist eine willkürliche Funktion. Beschränkt man sich auf sta- 
tionäre Strömungen einer inkompressiblen Flüs- 
siekeit.so wird einfacher 


Zr +5=6,; (70) 


wo C eine Konstante ist. Hier bedeuten £ die lebendige Kraft, V 


die Feldenergie, . die Druckenergie der Masseneinheit; also © 
die Gesamtenergie der Masseneinheit. Diese ist 
zeitlich unveränderlich und besitzt im ganzen 
Feld denselben Wert. 

Ein ganz ähnliches Integral läßt sich für jede stationäre 
Strömung gewinnen, auch wenn die Bewegung nicht wirbelfrei ist. 
Multipliziert man die Eulersche Gleichung (65) für stationäre 
Strömung È TEN i 
Ne Res VIEH —VR=D 
skalar mit dem Linienelement dr einer Stromlinie, so folgt wegen 
dt Xb=0 > 

dr- YE +de- Y V+Żdr-Vp=0 (T1) 
oder £ 
dE +47 +-dp=0, 


wobei die einzelnen Glieder Richtungsdifferentiale in Richtung einer 
Stromlinie sind. Für konstante Dichte erhält man durch Integration 

DIVERSE, (72) 
Diese Gleichung stimmt formal mit (70) überein. C’ ist die Ge- 
samtenergiederMasseneinheit; doch ist diese jetztnur 
längs einer Stromlinie konstant und von Strom- 
linie zu Stromlinie verschieden. Innerhalb einer Strom- 
röhre strömt die Flüssigkeit wie im Innern einer Röhre mit festen 
Wänden. 

101. Wirbelbewegung. Als Wirbelbewegung einer Flüssigkeit 
bezeichnet man (Ziff. 100) die Drehbewegung der Flüssigkeits- 
teilchen. Die in jedem Punkte des Strömungsfeldes definierte Dreh- 
geschwindigkeit des dort befindlichen Teilchens (66) 


u=- rotd 


definiert das Wirkelfeld. Als Wirbellinien werden die 
Feldlinien dieses Feldes bezeichnet. Die Richtung der Wirbellinien 
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ist in Jedem Punkt die Richtung der Drehachse des dort befind- 
lichen Teilchens. Die Wirbellinien, die durch eine kleine geschlos- 
sene Kurve gehen, bilden eine Wirbelröhre. Ihr Inhalt heißt 
Wirbelfaden. 

Die Gleichung (66) lautet in Koordinaten: 


_ i/òw òv) j [ou ðw f /òðv ou 
= - AE 5 Fu ae] + ee 
Es ist gebräuchlich, folgende Bezeichnung einzuführen (vgl. Fuß- 
note Ziff. 89): 
1 (dw or 1 /ðu òw 1 /òðv ou 7 
ee a 
ë, n, ¢ sind die Werte der Komponenten der Drehgeschwindigkeit 
eines Teilchens um die x,y, z-Achse. Sie werden kurz Wirbel- 
komponenten genannt. Dieser Brauch soll beibehalten werden, 
obwohl nach den im ersten Kapitel getroffenen Festsetzungen đer 
Gebrauch des Wortes Komponenten für skalare Größen unzulässig 
ist. 
Der Betrag der Drehgeschwindigkeit ist 
o=|u|=| V+ + t]. (13') 
Mit der Wirbelbewegung steht im engsten Zusammenhang der 


Begriff der Zirkulation. Man versteht darunter das über eine 
geschlossene Kurve C genommene Linienintegral 


T=dv-d3. (74) 
Nach dem Stokesschen Integralsatz ist 
T—=$v-ds= [rotd-do. (74') 


Das Integral der rechten Seite ist über eine beliebige Fläche zu 
erstrecken, die von der Kurve C berandet ist und ganz in einem 
Gebiet verläuft, in dem die Voraussetzungen für die Gültigkeit des 
Stokesschen Satzes erfüllt sind. Die Zirkulation ist ein 
Maß für den Wirbelfluß, oder wie auch gebräuchlich ist, für 
das Wirbelmoment der Wirbellinien, welche eine in die 
Kurve € eingespannte Fläche durchschneiden, also von der Kurve C 
umschlossen werden. 

Für einen Wirbelfaden von so kleinem Querschnitt o, daß rot 
in allen Punkten eines Querschnitts als konstant betrachtet werden 
kann. wird das Wirbelmoment 


r= roto o. 
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Dabei gilt das positive oder negative Zeichen, je nachdem die o 
zugeordnete Normale mit der Richtung von rotd übereinstimmt 
oder ihr entgegengesetzt ist. Nach (73’) wird 


=R. 5) 
Man kann hiernach die Drehgeschwindigkeit 
o—+;, 


20 


bestimmen, wenn der Querschnitt eines Wirbelfadens und die Zir- 
kulation um ihn bekannt sind. 


102. Helmholtzsche Wirbelsätze. Aus den Eigenschaften der 
Zirkulation lassen sich leicht die von Helmholtz gefundenen 
Gesetze der Wirbelbewegung ableiten. 

Die Zirkulation um eine geschlossene Kurve, die auf einer Wirbel- 
röhre liegt, ist nach dem Stokesschen Integralsatz und (74) Null, 
weil in jedem Punkt einer Wirbelröhre die 
Richtung von rotd auf der Normalen der 
Wirbelröhre senkrecht steht. 

Dieser Satz soll angewendet werden auf 
ein Stück einer Wirbelröhre, das von zwei 
Querschnitten begrenzt und der Länge 
nach aufgeschnitten ist (Fig. 52). Das 
Linienintegral über den Rand der so er- 
haltenen einfach zusammenhängenden 
Fläche setzt sich zusammen aus den 
Linienintegralen über die beiden Quer- 
schnitte, genommen in verschiedenem Um- 
laufssinn,unddenLinienintegralen über den 
Längsschnitt in beiden Richtungen. Da sich die letzteren aufheben, 
hat die Zirkulation um jeden Querschnitt den gleichen Wert, wenn 
man gleiche Umlaufsrichtung voraussetzt. Es hat also das 
Wirbelmoment T eines Wirbelfadens an jedem Quer- 
schnitt denselben Wert. Wirbellinien können deshalb im 
Innern der Flüssigkeit nicht beginnen und nicht endigen; sie sind 
geschlossene Kurven oder verlaufen ins Unendliche. 

Dieser Satz gilt unabhängig von der hydrodyna- 
mischen Deutung der Wirbellinien. 

Weiter läßt sich zeigen, daß das Wirbelmoment eines Wirbel- 
fadens zeitlich konstant ist. Hierzu hat man zu zeigen, daß sich die 
Zirkulation um eine geschlossene Linie, die sich mit der Flüssigkeit 


Fig. 52. 
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fortbewegt, also dauernd von denselben Flüssigkeitsteilchen ge- 
bildet wird, mit der Zeit nicht ändert. 

Bezeichnet man das gerichtete Linienelement einer derartigen 
flüssigen Linie mit ôr, so ist die substantielle Änderung der 
Zirkulation a ade 
gr aka a = (76) 


In dem zweiten Summanden wird durch Vertauschung der Diffe- 
rentiationen, die hier nichts anderes aussagt als die Gültigkeit des 
Schließungssatzes [Ziff. 58 (74')] in dem von zwei zeitlich benach- 
barten Lagen eines Linienelementes ôr bestimmten Viereck, 


dôr dr 
PE ô dev òv; 


fo- =o 227, 


Das letzte Integral verschwindet, weil die Geschwindigkeit eine 
einwertige Funktion des Ortes ist. 

Um zu zeigen, daß der erste Summand in (76) ebenfalls ver- 
schwindet, formt man ihn mit dem Sto k es schen Integralsatz um: 


"dv dv 
Ba dr = [rot Ferdo. 


Die Eulersche Gleichung für die Bewegung einer Flüssigkeit 
unter dem: Einfluß konservativer äußerer Kräfte ist: 


also ist 


Ihre rechte Seite ist unter der stets gemachten Voraussetzung, daß 
die Dichte e eine Funktion des Druckes p ist, ein Gradient, also 


ist nach Ziff. 81 (IX) 
dv _ 0 


rot = 


Damit ist erkannt, daß auch der erste Summand verschwindet und 
infolgedessen die Zirkulation fo -ÖtT um eine flüssige Linie von der 
Zeit unabhängig ist. 

Also ist das Moment eines Wirbelfadens von der 
Zeit unabhängig. Wirbel können in einer idealen 
Flüssigkeit weder entstehen noch vergehen. 


Als eine weitere Eigenschaft der Wirbelbewegung läßt sich zei- an" 
gen, daß ein Wirbelfaden dauernd von denselben Teilchen gebildet ar RT 
wird. A „ie gar 

N E 
le wer 
C Aa aaa“ 
ne 
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Die Zirkulation um ein Oberflächenelement einer Wirbelröhre ist 
Null. Sie bleibt dauernd Null, wenn die Begrenzung des Ober- 
flächenelements als eine flüssige Linie betrachtet wird. Das Ober- 
flächenelement bleibt also dauernd Obertlächenelement einer Wirbel- 
röhre; eine Wirbelröhre wird dauernd von denselben Flüssigkeits- 
teilchen gebildet. Da eine Wirbellinie als teilweiser Schnitt zweier 
Wirbelröhren angesehen werden kann, wird auch jede Wirbel- 
linie dauernd von denselben Teilchen gebildet. 


$ 6. Sätze aus der Potentialtheorie. 
103. Greensche Formeln. Im Gaußschen Integralsatz (31) 


[V-vdı= [v-do 


= UVV 
gesetzt werden, wo U und V zwei skalare Feldfunktionen bedeuten. 
Es ist nach Ziff. 80 (III) unter Benutzung von (VII): 


Vz N UNI EIN] 


Der Gaußsche Integralsatz ergibt dann: 

[TD)-VVar+ [UAVAa=[UVV-d0 - /v% do. (17) 
Wenn man in dieser Gleichung U mit V vertauscht und die so ent- 
stehende Gleichung von (77) subtrahiert, erhält man: 

[UAV VAU) = lZ -rs .) do. (18a) 
Setzt man in der Gleichung (77) V = U, so erhält man: 
[IVU [dr + [UAU = J U?Z do. (78b) 


Die beiden Gleichungen (78a, b) werden als Green sche Formeln 
bezeichnet. Sie gelten wie der Gaußsche Integralsatz in dieser 
Form unter der Voraussetzung, daß die Normale nach 
außen gerichtet ist. Die beiden Funktionen U und V müssen 
eindeutig und mit ihren ersten Ableitungen stetig sein. 

Für Gebiete, die ins Unendliche reichen, bleiben die Green- 
schen Formeln (78a) und (78b) gültig, wenn die Funktionen U 
und V im Unendlichen von erster Ordnung und ihre ersten Ab- 
leitungen von zweiter Ordnung verschwinden. Man betrachtet 
an Stelle des ins Unendliche reichenden Gebietes zunächst ein 
Gebiet, das außen von einer Kugel von so großem Radius R þe- 
grenzt ist, daß alle etwaigen anderen Begrenzungsflächen in ihrem 


soll 
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Inneren liegen. Dann ist das Hüllenintegral auf der rechten Seite 
von (78a) und (78b) auch über diese Kugel zu erstrecken; führt 
man den zu einem Oberflächenelement do gehörigen räumlichen 
Zentriwinkel de ein, setzt also do = R’de, und läßt den Radius Æ 
über alle Grenzen wachsen, so erkennt man, daß die Hüllenintegrale 
über die Kugel gegen Null konvergieren. 

104. Eindeutigkeitssatz. Als erste Anwendung der Green- 
schen Formeln soll folgender Satz bewiesen werden: 

Ein Vektor v ist in einem endlichen einfach zusammenhän- 

genden Gebiet T eindeutig bestimmt, wenn _ D- 
in jedem Punkt im Innern dieses Gebietes ”*% 
div b =o und rot b = w bekannt ist und wenn 
in jedem Punkt der Begrenzung F des Ge- 
biets die Normalkomponente Vy von D be- 
kannt ist. (Durch Überstreichen sollen die 
Werte an der Begrenzung gekennzeichnet‘ 
werden.) (Fig. 53.) 

Um diesen Satz zu beweisen, nimmt man Fig. 53. 
an, es gäbe zwei verschiedene Vektoren b und v’, die allen an- 
gegebenen Bedingungen genügen. Dann würde ihre Differenz 

D=p—v 
folgende drei Gleichungen erfüllen: 


(a) divDd=—0, (b) rot ®—=0, (c) in—0. 
Es läßt sich zeigen, daß nur der Vektor S=0 diese drei Gleichun- 
gen erfüllt. Aus (b) folgt nach Ziff. 93, daß Ð ein Gradient ist, 


also etwa D= waa HA = H. 
div grad H= A H= 0 


= 


Dann ist nach (a) 


und nach (ec) 


Ersetzt man in der Greenschen Formel (78b) U durch H und 
berücksichtigt die beiden letzten Gleichungen, so bleibt nur der 
erste Summand der linken Seite stehen: 


[|VHlda=0. 


Hieraus folgt, daß VH im ganzen Gebiet T verschwindet; denn 
für jeden von Null verschiedenen Wert von WH wäre das Integral 
positiv. Damit ist das Verschwinden von ® und die Identität von 
v und d’ nachgewiesen. Es gibt also in dem Gebiet T wenn über- 
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haupt einen, jedenfalls nur einen Vektor dv, dessen Divergenz 
und Rotation in jedem Punkt des Gebietes die vorgeschriebenen 
Werte annehmen und der die vorgeschriebene Grenzbedingung er- 
füllt. 

Für ein ins Unendliche reichendes Gebiet ist der Beweis gültig, 


, h P. x ; 
wenn H im Unendlichen wie = verschwindet, wobei r den Betrag 


des Ortsvektors eines ins Unendliche rückenden Punktes bezeichnet. 
Unter dieser Voraussetzung ist der Greensche Satz auf unend- 


liche Gebiete anwendbar. Dann muß aber D = VYH wie s ver- 
schwinden; die Bedingung (c) allein genügt nicht. Setzt man vor- 


aus, daß d selbst im Unendlichen wie Š verschwinden soll, dann 
gilt das gleiche von ®© und der Beweis für die Eindeutigkeit von v 
bleibt richtig. 

105. Laplacesches Feld. Wenn ein Vektor v in einem end- 
lichen Gebiet T gleichzeitig quellen- und wirbelfrei ist, wenn 
also in 7 

a) All): 
b) roto=0 


gilt, so ist v der Gradient eines skalaren Feldes, also 
E el O ETAL 
und die skalare Feldfunktion Ü genügt der Laplaceschen Gleichung 
Ne): 


Ein derartiges skalares Feld U wird als Laplacesches Feld 
bezeichnet. 

Die Bestimmung eines Laplaceschen Feldes aus solchen 
Angaben über das Verhalten der Funktion U an der Begrenzung, die 
die Aufgabe eindeutig machen, führt auf die Randwertauf- 
gaben der Potentialtheorie. 

Als erste Randwertaufgabe bezeichnet man die Aufgabe, ein 
Laplacesches Feld U zu bestimmen, wenn an der Begrenzung 
von T die Werte U von U selbst gegeben sind; als zweite Rand- 
wertaufgabe die Aufgabe, ein Laplacesches Feld zu bestimmen, 


7 


: ol 5 : 
wenn an der Begrenzung von T die Werte Jn gegeben sind. Die 
Eindeutigkeit der zweiten Randwertaufgabe für den Vektor 
b = 7 U, nicht für U selbst. folgt aus dem allgemeinen Eindeutig- 
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keitssatz. Der Beweis für die Eindeutigkeit der ersten Randwert- 
aufgabe läßt sich auf dem gleichen Wege führen‘). 

Wenn das Gebiet T in denganzenunendlich ausgedehnten 
Raum R übergeht und von der Funktion U vorausgesetzt wird. 


daß sie im Unendlichen wie A verschwindet, so ist 


U= 0 


die einzige Lösung der Laplaceschen Gleichung. 


106. Folgerungen aus den Greenschen Formeln. Aus der 
Greenschen Formel 


KuAr- VvADa— [U — V5,)do (79) 
ergeben sich wichtige Folgerungen, wenn man U durch 4 ersetzt, 
wo r die Entfernung eines veränderlichen Aufpunkts Q von einem 
festen Punkt P, dem Pol, bedeutet. Dabei sind zwei Fälle aus- 
einanderzuhalten, je nachdem der Pol P dem Integra- 
tionsgebiet T angehört oder nicht. 

DereinfachereFallistder zweite: P seieinäußerer 
Punkt (Fig. 54); dann ist r für alle Punkte Q 


N T a P 
von T von Null verschieden, also A = Se 
mithin wird nach (79) (80) 5 
a 1 š 
0 
Kb I Rn 10V a; 
= O > — | )do. 
ur EN Fig. 54. 


Dabei ist mit F die Begrenzung des Ge- 
bietes T bezeichnet. 

Der wichtigere Fall ist der erste: 
P sei ein innerer Punkt (Fig. 55); wenn 
dann Q mit P zusammenfällt. wird r Null, 


al ; 
A unbestimmt. Um den Greenschen 


Satz (79) anwenden zu können, der die End- 
lichkeit und Stetigkeit von U und V er- 
fordert, schneidet man aus 7 eine kleine 
Kugel vom Radius a um P als Mittelpunkt Fig. 55. 


1) Die Methoden zur Lösung der Randwertaufgaben sowie die Frage der 
Existenz einer Lösung gehören der Potentialtheorie an und sollen hier nicht 
behandelt werden. 
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aus. Für das Restgebiet 7” gilt dann die Greensche Formel, 
wobei das Oberflächenintegral über die ursprüngliche Begrenzung 
F und über die Kugel K zu erstrecken ist. An der Kugelfläche ist 
die äußere Normale des Gebietes T’ auf P zu gerichtet. Also 


1 (81) 


Pe 
N ETNE Aue > > 10V | y„i 
Maar rada= [a —. z) do fü +} 4)do. 
y F K 


Für das Oberflächenelement der Kugel setzt man 

do=@ de, 
wo de den räumlichen Zentriwinkel bedeutet. Dann wird das 
Hüllenintegral über die Kugel: 


JE T4 V i)do=a [5g de+ f Väe. 
4 K K 


Läßt man den Radius a der Kugel gegen Null konvergieren, so 
verschwindet auf der rechten Seite der erste Summand, während 
der zweite gegen 4x Vp geht, wo Vp der Wert von V im Punkt P ist. 


(Genügt überdies Vin T der Laplaceschen Gleichung, so ist f Vde 


K 
vom Kugelradius unabhängig; die Gleichung " Vde= 47 Vp wird als 
£ 


Satz vom arithmetischen Mittel bezeichnet.) 
Das Raumintegral auf der linken Seite von (81) reduziert sich 


auf Js A Vdr, da A+ in allen Punkten von 7’ verschwindet. 
W A der Kugelradius gegen Null konvergiert, besitzt 7’ das ur- 


sprüngliche Gebiet T als Grenzwert, erreicht aber den Grenzwert 
nicht; der Punkt P bleibt immer ausgeschlossen. Trotzdem ist 


a | AVar. 
7 


a>0 


Um das zu zeigen, weist man nach, daß | A Vdr über den Inhalt 


der ausgeschlossenen Kugel den Grenzwert Null besitzt. Bei Ein- 
führung räumlicher Polarkoordinaten wird 


frava= [EA Pr? ?drde= [A Vrärde 


und dieses Integral konvergiert für endliches A V gegen Null, wenn 
der Kugelradius a gegen Null geht. 


rg.pl 
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Damit folgt aus (81): 


re A Vdr- T a $ aA (82) 


Wendet man diese Formel (82) auf den ganzen unendlichen 
Raum R an und setzt voraus, daß die Funktion V im Unendlichen 


wie 1 verschwindet, so verschwindet das Oberflächenintegral über 
die ins Unendliche rückende Begrenzung F. Also wird für jeden 
Raumpunkt P: j 
4aVp=— | AVi. (82a) 
R 


Aus dieser Gleichung wird im weiteren Verlauf eine Folgerung 
gezogen für den Fall, daß V das Newtonsche Potential einer 
SaMassenverteilung ist. 


107. Gravitationspotential.e Das Potentialfeld einer Mas- 
senverteilung, ihr „Gravitationsfeld“, wird in der Weise er- 
halten, daß man jedem Punkt des Raumes die potentielle Energie 
zuordnet, die dort eine Masse Eins unter dem Einfluß der An- 
ziehung nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz besitzen 
würde. Gleichzeitig mit diesem skalaren Feld ist das Feld des zu- 
gehörigen Gradienten zu betrachten. Da die Newtonsche An- 
ziehungskraft, die an der Masse Eins angreift, nach (51) gleich dem 
Potentialgefälle ist, ist das Feld dieser Kraft mit dem Gradienten- 
feld im wesentlichen, d.h. bis auf den Richtungssinn identisch. 

Es soll zuerst das Feld eines einzel- 
nen Massepunktes Q mit der Masse m 
untersucht werden. In einem Aufpunkt P, 
in dem die Masse Eins gedacht wird, greift 
eine Kraft 


PR) 


8=-fZe (83) 
Qim] 
an. Dabei bedeutet r die Entfernung QP, Fig. 56. 
t den von Q nach dem Aufpunkt P füh- 
renden Vektor; e=Ż den Einheitsvektor dieser Richtung, f die 


Konstante der allgemeinen Gravitation (Fig. 56). 
Es muß jetzt das Potential der Kraft & aufgestellt werden. Nach 


(27) ist 


men 
o 


www.rcin.org.pl 


158 Kapitel 3. Theorie der Felder. 


man kann also $t nach (83) in die Form bringen: 
R= fm iA 
P r 


st nimmt also in der Tat die Form eines Potentialgefälles an: 
Q = — LF y 


p 
wenn = 
gesetzt wird. V ist das Newtonsche Potential der Masse m. 
Das Potential einer kontinuierlichen Masseverteilung ist 

ER. a [dm 

y ee ii T 
Dabei ist die Integration über das masseerfüllte Gebiet zu er- 
strecken, das nicht ins Unendliche reichen soll. dm ist die im Raum- 
element dr enthaltene Masse. Bezeichnet man mit ọ ihre Dichte, so 
ist dm= odt. Damit wird 


“ [od 
r-—rje®. (84a) 
Für die Newtonsche Anziehungskraft ergibt sich: 
= —-Yr-ry |E. (85) 
P g 


Damit ist das Kraftfeld berechnet. 
Vielfach wird unter Weglassung des Faktors — f die Funktion 

= dr 

v= jet (86) 
selbst studiert und als Newtonsches Potential bezeichnet. 
Wie hier nicht gezeigt werden soll, ist das Newton sche Potential 
einer Massenverteilung, deren Dichte überall endlich ist, im ganzen 
Raum eindeutig, endlich, und samt seinen ersten Ableitungen stetig. 
In allen Punkten, dieanßerhalb der Massen liegen, d.h. in allen 
Punkten, in denen die Massendichte ọ= 0 ist, genügt es der 
Laplaceschen Gleichung: 

AL): 
In der Tat! Berechnet man 


Nr BIS R ode _ N: 
AV=A f= fe^}d 


A i F 1 oe 
für einen derartigen Punkt, so verschwindet A gr nach (25) im ganzen 


Integrationsbereich, nämlich dem von Massen erfüllten Gebiet, weil 
der Punkt r = 0 selbst dem Integrationsbereich nicht angehört. 
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Für Punkte, die innerhalb der Massen liegen, d. h. an denen e +0 
ist, gilt die Laplacesche Gleichung nicht; sie wird dort durch 
die Poissonsche Gleichung ersetzt. 

108. Poissonsche Gleichung. Um A V für Punkte zu berechnen. 
die innerhalb der Massen liegen, geht man von der Gleichung (82a) 


aus! g 1 u 
a“ = — [4A Var. 
£ 


Dabei soll V das Newton sche Potential der im Raum R verteilten 
Massen sein: A 5: 
A | ar. 
4 1 
R 


Diese Massen werden durch eine beliebige geschlossene Fläche F, 
die den Punkt P umschließt und den Raum R in zwei Gebiete, ein 
inneres 7" und ein äußeres 7”, zerlegt, in zwei 
Teile geteilt (Fig. 57); ihre Potentiale in P sollen 
entsprechend mit V' und V” bezeichnet werden. 
Für das Potential der inneren Massen gilt jedenfalls: 


4n Vp= — + AVT. 
È 


r" 


Fig. 57. 


. \.° 1 N rI : rt 
Die rechte Seite kann durch — = A V’dr ersetzt werden, weil A F 
jr 


a i : 1 Nr 

in 7” verschwindet; sie kann dann auch durch — f A Vdr ersetzt 
jr 

werden, weil AV” in T" verschwindet; also 


4n Vp= Te A Vdr. 
jr 


Nun ist aber 


als Potential der inneren Massen; also gilt 
[Heno 
p 


für jedes Gebiet T’, das den, übrigens beliebigen, Punkt P enthält. 
Hieraus folgt, daß die zu integrierende Funktion identisch Null sein 


muß; folglich ist a wen: (87) 


Diese Gleichung heißt die Poissonsche Gleichung. 
In Punkten, in denen ọ =Q ist, geht die Poissonsche Glei- 
chung von selbst in die Laplacesche Gleichung über. 
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Ist umgekehrt eine Poissonsche Gleichung 


Ale (87a) 
gegeben, so besitzt sie ein Integral: 
= odr a 
=. (87b) 


K 
Dieses Integral besitzt die Form eines Newtonschen Potentials, 
ist also im ganzen Raum R endlich, eindeutig und mit seinen ersten 


Ableitungen stetig und verschwindet im Unendlichen wie 1. Nach 
dem Eindeutigkeitssatz ist es das einzige Integral der Poisson- 
schen Gleichung, welches diese Eigenschaften besitzt; denn wenn ein 
zweites Integral V’ mit denselben Eigenschaften existieren würde, 
so hätte auch die Differenz V — V’ die gleichen Eigenschaften, 
würde aber im ganzen Raum der Laplaceschen Gleichung ge- 
nügen. Nach Ziff. 105 müßte V — V’ im ganzen Raum Null sein. 


& 7. Berechnung eines Vektorfeldes aus seinem Quellen- 

und Wirbelfeld. 

109. Vorbemerkung: Ziel der Untersuchung. Nach dem Ein- 
deutigkeitssatz (Ziff. 104) ist ein Vektorfeld durch Angabe seiner 
Quellen und Wirbel im wesentlichen bestimmt. Erstreckt sich das 
Vektorfeld ins Unendliche, so ist die Bestimmung eindeutig, wenn 
über das Verhalten des Feldvektors im Unendlichen die Voraus- 
setzung gemacht wird, daß er wie = verschwindet. Ist das Vektor- 
feld durch eine oder mehrere geschlossene Flächen begrenzt, so sind 
zur Eindeutigkeit noch Angaben über den Vektor auf der Begren- 
zung notwendig. 

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Entwicklung von Me- 
thoden zur Berechnung des Feldvektors aus den 
Quellen und Wirbeln des Feldes. 

110. Reines Quellenfeld von unendlieher Ausdehnung. Es soll 
ein Vektorfeld berechnet werden, das im ganzen unendlich 
ausgedehnten Raum R wirbelfrei ist und dessen Diver- 
genz e in jedem Punkt gegeben ist; dabei soll e überall endlich 
sein; im Unendlichen sollen keine Quellen liegen. Nach dem Ein- 
deutigkeitssatz ist der Feldvektor v aus den Gleichungen: 

a) divb=e, 
pP) rotv=0( 
eindeutig bestimmt. Ein wirbelfreier Vektor ist stets ein Gradient 
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(Ziff. 93); also kann 
—uradaldı 


gesetzt werden. Dann wird a) 

divgraad U= AU=e. 
Diese Gleichung hat die Form einer Poissonschen Gleichung. 
Also ist nach (87a, b) 


= 


edr 
4nr 
und mithin k 
edt 


dar 


ME —grad | (88) 


U besitzt die Eindeutigkeits- und Stetigkeitseigenschaften eines 
Newtonschen Potentials. Infolgedessen ist auch b im ganzen 
Raum eindeutig und stetig und verschwindet im Unendlichen 
wie Pj 

Nach dem Eindeutigkeitssatz ist also v der gesuchte Feld- 
vektor. 


Das Feld einer isolierten, punktförmigen Quelle von endlicher 
Ergiebigkeit E hat den Feldvektor 


v = — grad E; (89) 
das Feld besitzt ein Potential 
T E (89a) 


111. Reines Wirbelfeld von unendlicher Ausdehnung. Es soll 
ein Vektorfeld berechnet werden, das im ganzen, unendlich 
ausgedehnten Raum R quellenfrei ist und dessen Ro- 
tation w in jedem Punkt gegeben ist; im Unendlichen soll w Null 
sein. Der Feldvektor v soll den beiden Gleichungen 

a) diro = 0, 

D rotb=m 
genügen. Es ist nicht zu übersehen, daß w nicht als beliebiger 
Vektor gegeben werden kann, sondern daß wegen Ziff. 81 (X) 

y) divm=0Q 
sein muß. 

Man setzt versuchsweise 
o= rot I (90) 

Durch diesen Ansatz wird die Gleichung (a) identisch erfüllt. Wenn 
es gelingt, W so zu bestimmen, daß auch die zweite Gleichung be- 


friedigt ist, so ist nach dem Eindeutigkeitssatz die einzige Lösung 
Lagally, Vektorrechnung. l 
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des Problems gefunden. Die Gleichung (£) gibt zur Bestimmung 
von Æ die Bedingung: 


oder nach (XI): 


rot rot W = m 
grad div W— AW=vw. (91) 
Wenn es einen Vektor gibt, der diese Bedingung, also auch (£) er- 
füllt, so gibt es unendlich viele Vektoren, die sie erfüllen; denn W 
ist durch den Ansatz (90) nur bis auf einen additiven Gradienten 
bestimmt. Man kann also versuchen, den Vektor W noch einer 
weiteren Bedingung zu unterwerfen; und zwar soll 
—- ABßB—=n (92) 
sein. Hieraus folgt wegen (y): 
Adv®=0. 

Da diese Gleichung im ganzen Raum erfüllt sein soll, ist div 28 im 
ganzen Raum konstant, und zwar Null, wenn X im Unendlichen 
verschwindet. 

Die Bedingung (92) widerspricht also der Bedingung (91) nicht. 
Die Lösung der Aufgabe ist auf die Integration von (92)zurückgeführt. 

Diese Gleichung stimmt der Form nach mit der Poissonschen 
Gleichung überein und geht für die Maßzahlen für W und w in die 
Poissonsche Gleichung für skalare Funktionen über. Ein Vektor, 
der einer Poissonschen Gleichung genügt, heißt ein Vektor- 
potential. 

Das Integral der Poissonschen Gleichung (92) wird, wenn die 
Maßzahlen von iv den für die Integration der Poissonschen Glei- 
ehung erforderlichen Bedingungen genügen, 


‘wd 
M— J n, (93) 
mithin ist nach (90) war 
b = rot | —— (94) 
dar 


der gesuchte Feldvektor. 

112. Berechnung eines unendlich ausgedehnten Feides aus 
seinen Quellen und Wirbeln. Es soll jetzt ein Vektorfeld b be- 
rechnet werden, das den ganzen Raum R erfüllt und dessen Diver- 
genz e und Rotation w in jedem Punkt Q gegeben ist; es soll also: 

a) divv=e oder V-d=e, 
Q 
ß) roto=mw oder V Xb=Ww 
Q 
sein, wobei w der Bedingung 


y) divw=0 
genügen muß. 
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Man zerlegt hierzu b in eine wirbelfreie Komponente v, und eine 
quellenfreie Komponente ds; es soll also 
Wh Se h 
gesetzt werden, wobei vd, und V, den Bedingungen genügen: 


ldivv,=e, | div v= 0, 
| roto, =0; | rot v, = 
Dann ist nach (88) und (94) 
edr 
vb, = — grad f$% 
Zr mw dr 
7 rot | 4ar? 
also der gesuchte Feldvektor in einem Aufpunkt P 
e j edr wdr = 
== en En rot ee (95) 


oder 


À yan 
aS h+ X Sar t. e 


Damit ist die Berechnung eines den ganzen Raum 
erfüllenden Feldes aus seinen Quellen und Wir- 
beln durchgeführt. 


113. Begrenztes Feld. Die Angabe der Divergenz e und der Ro- 
tation w eines Feldvektors v in einem begrenzten Gebiet T, 
das etwa den Innenraum einer geschlossenen Fläche F erfüllt, ge- 
nügt nicht zur eindeutigen Bestimmung von b. Die Aufgabe wird 
erst eindeutig, wenn noch an der Begrenzung F die Normalkompo- 
nente Vy von b vorgeschrieben wird. 

Um zunächst einen Vektor v’ zu finden, der ohne Rücksicht auf 
die Grenzbedingung die vorgeschriebene Divergenz und Rotation 
in T besitzt, genügt es, auch im Außenraum 7’ von F Divergenz 
und Rotation in beliebiger Weise vorzuschreiben und den Feld- 
vektor vd’ in dem unendlich ausgedehnten Feld T + T’ nach der 
Methode von Ziff. 112 zu berechnen. Dieser Feldvektor v’ wird die 
vorgeschriebene Grenzbedingung nicht erfüllen, vielmehr eine Nor- 
malkomponente D, besitzen, die von Vr verschieden ist. 

Um auch die Grenzbedingung zu erfüllen, hat man zu v" einen 
Vektor v” hinzuzufügen, der in T verschwindende Divergenz und 
Rotation besitzt und dessen Normalkomponente an F 

vi >= In — Dr 
ist. Dieser Vektor v” ist in T der Gradient eines Laplaceschen 
nl 
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Feldes, und seine Bestimmung erfordert die Lösung einer zweien 
Randwertaufgabe der Potentialtheorie [vgl. Ziff. 105]. 
114. Feld eines einzelnen Wirbelfadens. Wenn der Feldvektor 
v im ganzen unendlichen Raum quellenfrei ist und seine Rotation 
rot D = w 
an jeder Stelle Q des Feldes gegeben ist, so hat der Feldvektor v 
nach (94) die Form: 


wdr 
v = rot PE. 
Ist nur eine einzige dünne Wirbelröhre vorhanden, so ist ihr 
Raumelement: 
dtr = do. d8, 


wo do einen orientierten Querschnitt und d3 
ein gerichtetes Linienelement einer mittleren 
Wirbellinie bedeutet (Fig. 58). 
Die Zirkulation 

Q T=rotp-do=m-do 
p besitzt an jedem (Querschnitt denselben Wert, 

und zwar unabhängig davon, ob man v als 

Fig. 58. Geschwindigkeit der Strömung einer idealen 
Flüssigkeit deuten will oder nicht. 

Nach Einführung von do und d3 wird 


fwdo-d3 
v=rot | =: 
i 4ar 


da8 


Bemerkt man, daß w und dë gleichgerichtete Vektoren sind, so 
kann man dafür schreiben: 


a 


dar 


oder unter Einführung der Zirkulation Z’ 

b= £ rot € = (96) 
Da in dieser Gleichung der Querschnitt der Wirbelröhre nicht mehr 
vorkommt, kann man b auch als den Feldvektor des Feldes einer 
isolierten Wirbellinie von endlicher Stärke auffassen. 
Nach der Ableitung in Ziff. 111 müssen die Wirbellinien geschlossen 
sein; man kann indessen durch einen in der Potentialtheorie ge- 
bräuchlichen Grenzübergang zeigen, daß die Gleichung (96) auch 
für einen geradlinigen, beiderseits ins Unendliche gehenden Wirbel- 
faden gilt und einen Feldvektor von endlichem Betrag ergibt. 
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Bei weiteren Umformungen der Gleichung (96) kommen wieder- 
holt Anwendungen des Operators V auf r oder auf eine Funktion 
von r vor. Die Differentiationen sind teils in einem Punkt Q der 
Wirbellinie, teils im Aufpunkt P auszuführen. Es ist also not- 
wendig, den Differentiationsort zu bezeichnen. Auch muß man sich 
erinnern, daß ein Wechsel des Differentiationsortes einen Vor- 
zeichenwechsel des ersten Differentialquotienten zur Folge hat 
[Ziff. 82 (28)]. 

Nach (96) ist 

R ES IS ; x R 
LYx0S- PN 1x dg. (97) 
Die Ausführung der Differentiation nach (27) ergibt: 
I5 e 
v= fda x $ (98) 


Dabei bedeutet e den Einheitsvektor in Richtung von r. 
Zu v liefert jedes Ele- 
ment d3 der Wirbellinie 
einen Beitrag: 4 


T aa 
IX a 


Bezeichnet man mit t den 

Einheitsvektor in Richtung 

d X e und mit a den Winkel 

zwischen d& und t, so nimmt AF 
dieser Beitrag die Form an ag 

(Fig. i A 


Aasa 
den sinat, 


dieausdemBiot-Savart- Fig. 59. 
schen Gesetz derElek- 
trodynamik bekannt ist. Man erkennt, daß das Biot-Savart- 
sche Gesetz von sehr viel größerer Allgemeinheit ist. Es bestimmt 
den Feldvektor eines den ganzen Raum erfüllenden Feldes, das 
außer einer Wirbellinie keine Singularitäten enthält. 

Der in (97) gefundene Ausdruck für v läßt sich mit Hilfe des 
Stokesschen Integralsatzes umformen. Denkt man sich in die 
Wirbellinie eine Fläche eingespannt, so wird nach (56) 


fas x Y += dx WXY- 
` P J Q P 
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Die Differentiation V ist in den Punkten Q der eingespann:en 


Q 
Fläche auszuführen, über die die Integration zu erstrecken ist. 
Durch Anwendung des Entwicklungssatzes auf das dreifache 
Vektorprodukt ergibt sich: 


fasx y-—-|YVY4-0— [ay-Y4 09 
1,2 G pa DE pT 
Das letzte Integral verschwindet, denn es ist 
Y-Y4=-Y-YI=-A1=0 
ee Te 2 4 
für jeden Aufpunkt P, der der Fläche nicht angehört. Dann wird 
d3 X V VIV-.do 
P 1 Qi 
und mithin r Er 
esn ZJ Yro (100) 
Der Vektor v stellt sich als Gradient dar: 
v = grad p, 
wo 
Tr 1 T o 
9-—.; Yy i= 5m 00 (100a) 


ist [vgl. Ziff. 75 (11)]. 

Das von einer einzelnen Wirbellinie erzeugte 
Feld besitzt also ein Potential in allen Punkten, 
welche der Wirbellinienichtangehören. Man könnte 
daran denken, daß auch in den Punkten der eingespannten Fläche 


: ; Br z 1 5 F P 
kein Potential existiert, weil A für einen der Fläche ange- 


hörigen Aufpunkt Q nicht verschwindet. Indessen liefert doA + zu 
dem zweiten Integral von (99) keinen endlichen Beitrag, wie man 
am einfachsten daraus ersieht, daß die eingespannte Fläche will- 
kürlich ist, also so verändert werden kann, daß sie diesen Auf- 
punkt Q nicht enthält. 

115. Räumlicher Sehwinkel. Das Potential einer Wir- 
bellinie (100a) in einem Aufpunkt P läßt eine geometrische 
Deutung zu; es ist nämlich bis auf einen konstanten 
Faktor gleichdemräumlichen Sehwinkel, unter dem 
die Wirbellinie von P aus erscheint (Fig. 60). 

Es soll mit de der Sehwinkel bezeichnet werden, unter dem ein 
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Flächenelement do=ndo am Orte Q von P aus erscheint. Pro- 
jiziert man das Flächenelement auf die Normalebene zu r in Q, 
so ist die Größe der Projek- PR 
tion einerseits do L, andrer- 
seits unter Benutzung des 
Sehwinkels r?de. Durch die 
Gleichung: 


t 
rde = do. 


wird festgesetzt, daß der Seh- - 
winkel dann positiv zu rech- 
nen ist, wenn die positive Nor- 
male in Q und der nach dem 
Aufpunkt P führende Vektor 
einen spitzen Winkel bilden. 
Damit wird nach (27) mit Rücksicht auf (28): 


Fig. 60. 


1 
de—do-=d0. Vz 


und der Sehwinkel e, unter dem die Wirbellinie erscheint, 


Er! 
i 1 e 
OOE za do. (101) 
Wenn die Zirkulation [!=—-4r ist, so ist nach (100a) das 


Potential des von der Wirbellinie erzeugten Feldes dem Sehwinkel 
gleich; allgemein hängt das Potential mit dem Sehwinkel durch die 


Gleichung r 


zusammen. 


Bewegt sich der Aufpunkt auf einer geschlossenen Linie, welche 
die eingespannte Fläche durchsetzt, um die Wirbellinie herum, so 
ändert sich der räumliche Sehwinkel um +4r (je nach der Um- 
laufsrichtung). Infolgedessen ist das Potential einer Wirbellinie 
zyklisch, d.h. es ändert sich bei einem vollen Umlauf des Auf- 
punkts um die Wirbellinie auf einem beliebigen Weg um den festen 
Wert + T je nach dem Umlaufssinn. 

116. Doppelguellen. Die Gleichung (100a) besitzt einen hydro- 
dynamischen Sinn, den man erkennt, wenn man den Begriff der 
Doppelquelle einführt. 

Eine Quelle von der Ergiebigkeit E und eine ebenso starke 
Senke bilden ein Quellpaar. Läßt man sich die Quelle der Senke 
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unbegrenzt nähern und gleichzeitig die Ergiebigkeit so zunehmen, 
daß das Produkt aus der Ergiebigkeit und dem Abstand der beiden 
Punkte beim Grenzübergang einen endlichen Grenzwert m besitzt, 
so entsteht eine Doppelquelle; m heißt das Moment der 
Doppelquelle. 
Das Feld einer Doppelquelle besitzt ein Potential, das man in 
4 folgender Weise erhält (Fig. 61). Eine 
einfache Quelle Q von der Ergiebig- 
keit E erregt ein Feld mit dem Potential 
; E , 
4ar 
Verschiebt man die Quelle um d3 nach Q’ 
und bringt in Q eine ebenso starke 
Senke an, so besitzt dieses Quellpaar ein Potential 


E 
p = — d8 N MER 


Fig. 61. 


Nun ersetzt man d durch tds, wo t den Einheitsvektor der von 
der Senke zur Quelle führenden Richtung bedeutet und setzt fest, 
daß dsE den Grenzwert m besitzen soll. Dann wird das Poten- 
tialdesvonderDoppelquelle vom Moment merregten 
Feldes: Ne 


1 ar 5 
Per EE (103) 
Schreibt man nun das Potential des von einer einzelnen Wirbel- 
linie erzeugten Feldes (100a) in der Form: 


1 
1 A i 
T iila (104) 
so erkennt man, daß man die Wirbelliniedurcheine Ver- 
teilung von Doppelquellen auf einer beliebigen 
eingespannten Fläche ersetzen kann, deren Achsen 
die Richtung der positiven Normalen besitzen und deren Moment 
eine konstante Flächendichte T’ hat, die gleich der Zirkulation ist. 
117. Wirbelschichten. Eine allgemeine Verteilung von Doppel- 
quellen auf einer einfach zusammenhängenden Fläche, 
deren Achsen die Richtung der positiven Normalen besitzen und 
deren Moment eine von Ort zu Ort veränderliche Flächendichte u 
hat, erregt ein Potential: [ 


do. (105) 
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Eine solche Verteilung von Doppelquellen kann ersetzt 
werden durch eine Wirbelschicht, d.h. eine Verteilung 
von Wirbellinien, die auf der Fläche liegen. 

Um das zu zeigen, setzt man das Potential in die Form?): 


Ze! 
1 F , 
Das innere Integral führt man über eine Kalotte der Fläche bis zu 


einer geschlossenen Kurve, auf der die Dichte des Moments u einen 
konstanten Wert besitzt. Dann kann 


R 
Be Le 
4a.) On 


aufgefaßt werden als Potential einer Wirbellinie von der Zirkula- 
tion dI’—= du, welche in die Grenzlinie der Kalotte fällt. Damit wird œ 
nach (105) das Potential einer Folge von Wirbellinien, welche auf der 
FlächeindieKurven y= constfallen und deren Zirkulation gleich dem 
Unterschied d u des Parameters u zweier benachbarter Kurven ist. — 

Wenn eine Wirbelschicht eine mehrfach zusammenhängende 
Fläche, z. B. einen Torus bildet, so kann man jede einzelne Wirbel- 
linie durch eine Doppelquellenschicht ersetzen, die in die Wirbel- 
linie eingespannt wird. Die in die Wirbellinie eingespannte Fläche 
kann aber nicht so gewählt werden, daß sie auf dem Torus selbst 
liegt, sondern sie bildet einen Querschnitt, die den Innenraum (oder 
den Außenraum) des Torus in einen einfach zusammenhängenden 
Raum verwandelt. 


§ 8. Richtungsdifferentialquotienten höherer Ordnung. 


118. Taylorsche Entwicklung einer Feldfunktion. Eine skalare 
oder auf eine feste Basis i, j, É bezogene extensive Feldfunktion 
sei im Punkt P mit dem Ortsvektor r=i2 + jy + tz in der Form 
F(z,y,2) gegeben. Sie läßt sich in einer gewissen Umgebung von P 
in einem Punkt Q mit dem Ortsvektor 


Beier tytd tdi 


mittels der Taylorschen Reihe berechnen: 
3] ò ò 
Fet hy +k +)= Fayh tk, +15) F 
1 ò O] o\@) 
+alaatk,ttz,) F 


wer ò „9 o\m) au 
Ta Het tt)" FH (106) 
1) Maxwell, Elektricity and Magnetism. $ 652. 
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Jedes von Differentialquotienten gleich hoher Ordnung n>1 ge- 
bildete Be en Fo n-malige Anwendung des skalaren 


Operators H SA kŠ CH I =, in dem man das skalare Produkt 
3.7 - Antik HD. (ti t+t) 


erkennt. Die Taylorsche Entwicklung lautet also in vektorieller 

Form (107 a) 
IP r p 1 

Fets) =F VEH VE + EAE 


Setzt man 
ist 


als Produkt aus Betrag s und Einheitsvektor t an, so wird (107b) 


Fe+ =) + WE + EVE 


oder wenn man 
t: V = — 
3: 
als Operator einer Richtungsdifferentiation erkennt: 
soF ».0% F sn nF 
Add ooa ao T 
Die Entwicklung (107b) läßt sich noch umformen, wenn man mehr- 
fach skalare Produktbildungen einführt (Ziff. 37); dann wird, weil 
t ein konstanter Vektor ist: 
(te JP=tt V= te W?, 
(t. Na — t” eri N i 


ESKA 
wenn mit t” ein unbestimmtes Produkt von n Faktoren t bezeichnet 
wird. Die Taylorsche Entwicklung nimmt dann folgende Form an: 


Fe + 81) = Fir) + t- a VPF A Pe PFH 


@) 
Diese Form läßt go, daß das Polynom nter Ordnung (n > 1) 


bis auf den Faktor -; ein Produkt zweier Tensoren nter Stufe ist, 


deren Maßzahlen n- ri Produkte des Richtungskosinus von t 
bzw. Differentialquotienten nter Ordnung von F sind. Der durch 
n-malige Richtungsdifferentiation der Funktion F nach einer 
festen Richtung t entstehende Ausdruck hat folgenden Aufbau: 


I = peee WWF. (108) 
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119. Differentiation nach verschiedenen Richtungen. Die Diffe- 
rentiation der Funktion F nach zwei verschiedenen Richtungen t, 
und t, ergibt: 


E A a 


oF en 

SE =t; 
Führt man zwei Richtungsdifferentiationen nacheinander aus, 
so ergeben sich Ausdrücke folgender Form: 


2 2 F 

2 lt Ve VE; = tV) VF; (109) 
308, 

dabei soll wie bisher vorausgesetzt werden, daß die beiden 

Vektoren t, und t, konstante Vektoren sind, nicht 


von Ort zu Ort veränderliche Feldvektoren. Dann wird, wenn man 
0°: F 5 

etwa zz os genauer berechnen will, der skalare Operator t,- V nur 
g1 ! 


DEREN 


auf VF zur Anwendung zu bringen sein, weil (t,-"/t),—=0 ist. 
Mithin wird 


F = 2 2 
ae) ; FL V Shk VE, 
ebenso 
C A f 

aa a NV 
Wegen der Symmetrie von Y? ist 

E VE (110) 
oder sp yF 

: (111) 


Òs Òs, 00%, 


Die Reihenfolge der Richtungsdifferentiationen nach festen Rich- 
tungen ist also vertauschbar. 

Für einen Richtungsdifferentialquotienten nter Ordnung nach 
n verschiedenen festen Richtungen ergibt sich ebenso: 


BI OU 
08,:''08 08, 


(tb tm) V"R, (112) 
(n) 

wobei die Reihenfolge ohne Einfluß ist. Der Operator einer Rich- 
tungsdifferentiation nter Ordnung ist ein n-fach skalares Produkt 
zweier Tensoren nter Stufe, deren erster das unbestimmte Produkt 
der Einheitsvektoren der n Differentiationsrichtungen und deren 
zweiter die nte Potenz des vektoriellen Operators \7 ist. 

120. Kugelfunktionen. Ein schönes Anwendungsgebiet für die 
Richtungsdifferentialquotienten höherer Ordnung ist die Theorie 
der Kugelfunktionen. 
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Eine homogene Funktion nten Grades U,(z, y, z) oder U,(t), die 
der Laplaceschen Gleichung: 

AU=0 (113) 
genügt, heißt eine Kugelfunktion nter Ordnung. Dabei 
kann v positiv oder negativ sein. 

Setzt man t = re, so kann man die homogene Funktion U,(t) in 
pen: Un (1) =r" Sa (€) (114a) 
bringen. Sa(e) ist homogen vom nullten Grad, hängt, in Koordi- 
naten geschrieben, nur von den 3 Richtungscosinus von e ab und 
heißt Kugelflächenfunktion nter Ordnung. 

Die Kugelflächenfunktionen negativer Ordnung unterscheiden 
sich nicht von denen positiver Ordnung, und zwar ist 

S-n —1 (e) = Sa (e); (114b) 
es reduziert sich also die Untersuchung aller Kugelfunktionen auf 
die der Kugelflächenfunktionen positiver Ordnung: eine Kugel- 
funktion negativer Ordnung hat die Form: 


U-n-1(1)= Fr hle). (114c) 


Zum Beweis dieses Satzes transformiert man in der Regel 
die Laplacesche Gleichung (113) auf Kugelkoordinaten. Um 
einen kurzen Beweis mit den Methoden der Vektorrechnung zu er- 
bringen, setzen wir die Laplacesche Gleichung für U, an: 

AUD=Ars=0 
und erhalten zunächst nach Ziff. 81 (VII): 
(Am). H 2V re Vs" AH=0. (115) 
Hier ist nach Ziff. 82 (23) 
Vr=nrt-1Vr-n,®2t: 
Ar=VY.Vr=nn—2)"3Vr-t+nrt?2\ er 
oder nach (24a), (26): 
Art=n(n +1) 2, 

Setzt man diese Werte in (115) ein, so verschwindet das mittlere 
Glied. Denn die Niveauflächen der nur von der Richtung des Orts- 
vektors abhängigen skalaren Feldfunktion 8, sind Kegel: ihr Gra- 
dient steht auf dem Ortsvektor senkrecht: also ist r» V S= 0. Be- 
merkt man noch, daß ^ Sa homogen vom Grad — 2 ist, so erhält 
man nach Abspaltung des Faktors r”-? die folgende Differen- 
tialgleichung für die Kugelflächenfunktion &: 

n(n + 1i) H rA S=. (116) 
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Diese Gleichung bleibt ungeändert, wenn man n 
durch —n— 1 ersetzt. Damit ist der Beweis erbracht. 

Für das folgende wird noch die Höchstzahl der willkürlichen 
Konstanten gebraucht, die eine Kugelfunktion nter Ordnung U, (t) 
(für positives n) enthalten kann. Eine homogene ganze Funktion 


nten Grades Un in x, y, z enthält l (n+ 1) (n + 2) Konstante. Der 
Laplacesche Ausdruck A Un ist vom (n — 2)ten Grad und enthält 
- (n— 1)n Konstante, die, wenn AU, verschwinden soll, ebenso- 


viele Bedingungen für die Konstanten von U, ergeben. Es bleiben 
also in U, noch (2n + 1) Konstante frei; das ist die Höchst- 
zahlder Konstanten einer Kugelfunktion nter und eben- 
so (—n — 1)ter Ordnung. 

121. Der Maxwellsche Ansatz. Aus jedem Integral U der La- 
placeschen Gleichung gewinnt man ein neues, indem man den 
noch mit einer willkürlichen Konstanten C multiplizierten Rich- 
tungsdifferentialquotient nach einer beliebigen Richtung bildet: 


ðU 
C 
In der Tat ist 


AU E AEAT AON E N A 
AE) =r AUH AU +AU =A=. 


A 


a2 aa 
=(1.VU=hz,+%k òy 


ðU 
Rn 


Geht man von dem Fundamentalintegral - der Laplaceschen 
Gleichung aus, so erhält man durch n-fache Richtungsdifferentiation 
ein Integral, das von (—r—-1)ter Ordnung homogen ist, also eine 
Kugelfunktion (—n—-1)ter Ordnung: 

on Z 1 
LES IR: == Tn Ep 0808 har C (tta = BOEEN F (117a) 
Hieraus ergibt sich eine Kugelflächenfunktion nter Ordnung nach 
(114e): l 1 
tert rt (117b) 
(n) 

und eine Kugelfunktion nter Ordnung (für positives n) nach 
(114a): 1 | 
U, (t) = C(t IE Er 1) su [ 4 rzn+l, (117e) 

we 
Da jeder Einheitsvektor 2 wesentliche Konstante enthält, sind die 
gefundenen Funktionen von (22 + 1) willkürlichen Konstanten ab- 
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hängig. Damit sind die allgemeinen Kugelfuık- 
tionen gefunden’). 

Jede Kugelfunktion und jede Kugelfläch:n- 
funktion ist ein n-fach skalares Produkt zweier 
Tensoren nter Stufe. Der erste Faktor ist bis auf emen 
konstanten willkürlichen Faktor das unbestimmte Produkt von 
n willkürlichen Einheitsvektoren und gibt die n „Pole“ der Kugel- 
funktion; der zweite Faktor ist eine Differentialinvariante des von 
den Ortsvektoren gebildeten Vektorfeldes bzw. des von ihren Ein- 
heitsvektoren gebildeten Bündels und hängt nur von der Ordnung 
der Kugelfunktion ab, nicht von ihrer speziellen Wahl. 

Durch n-malige Differentiation nach der gleichen Richtung er- 
hält man die einfachen (Legendreschen) Kugelfunktionen: 


on i 
1 
Rn li) = E Peere VS (118a) 
(n) 
on a 


R= tete (Ve E)n, (1186) 
(n) 

Maxwell?) hat die Herleitung der Kugelfunktionen durch 
Richtungsdifferentiation angegeben und die Kugelfunktionen me- 
chanisch gedeutet. Eine Kugelfunktion negativer Ordnung läßt 
sich auffassen als Potential eines im Anfangspunkt des Koordi- 
natensystems liegenden Multipols, z. B. als Geschwindig- 
keitspotential einer vielfachen Quelle. Die Kugel- 
funktionen positiver Ordnung lassen dieselbe Deutung zu, wenn 
man den Pol im Unendlichen annimmt. 

122. Aufstellung allgemeiner Kugelfanktionen. Um die allge- 
meinen Kugelflächenfunktionen (117b) und Kugelfunktionen für die 
niedrigsten Ordnungen schrittweise zu berechnen, braucht man im 
wesentlichen nur den Operator t-\/ wiederholt auf Funktionen des 
Ortsvektors r zur Anwendung zu bringen. Dazu braucht man fol- 


gende Formeln (vgl. Ziff. 82): 
Ve, evt, 
Mr E; (Bey) tier 


1) Einen exakten Beweis für die Allgemeinheit der gefundenen Kugel- 
funktionen gibt A. Ostrowski, Die Maxwellsche Erzeugung der Kugel- 
funktionen. Jahresber. deutsch. Math. Ver. Bd. 33, 1924. Vgl. Courant- 
Hilbert, Methoden der Math. Physik I. S. 423—430. 

2) Maxwell, Elektricity and Magnetism Kap. IX. 
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Dann ergeben sich folgende allgemeine Kugelfunktionen negativer 
Ordnung: 


1 


1 te 
U= (te V) = t = hem l hel; 
n EE A EA A 1 E 
U-s= (t V) U o= a =, tet Seta el; 


U= (t, V) U-3 
=} [3t t tare + tet tre tt tre) — 15t eta ete] 


usw. Die in den eckigen Klammern stehenden Ausdrücke sind die 
Kugelflächenfunktionen S,(e), S,(e), Sa (e) Von der 
gewöhnlichen Darstellung unterscheidet sich die 
hier abgeleitete Form dadurch, daß die „Pole“ in 
Erscheinung treten. 

Aus den allgemeinen (Laplaceschen) Kugelfunktionen kann 
man die einfachen (Legendreschen) Kugelfunktionen dadurch 
herleiten, daß man die sämtlichen Differentiationsrichtungen zu- 
sammenfallen läßt. Setzt man noch t-e = cos ð, so erhält man fol- 
gende Kugelflächenfunktionen: 

R,(e =s (120) 

K (e) = — (t: e) = — cos Ù; 

K, (e) = —1 + 3(t-e)?= —1 + 3 cos?ð; 

K,(e) = 9 (t-e) — 15(t-e)—= 9 cos 9—15 cos?d; usw. 
von ihnen unterscheiden sich die gebräuchlichen Legendre- 
schen Polynome 2,(cosd), P, (cos), P, (cos), P, (cos d) nur durch 
je einen Zahlenfaktor C, der so bestimmt wird, daß sämtliche Poly- 


nome für = 0 den Wert 1 annehmen. 
Die für alle Kugelfunktionen gleicher Ordnung charakteristi- 


| e 5 
schen Tensoren Ver müssen sich nach (117a) aus den Formeln 
(119) für die Funktionen U_,„-ı entnehmen lassen; aus U_a und 
U_s3 kann man ablesen: 
e 


VI=-5; (121) 


r? 


V= 4+ 3ee]; 


r 


a R 1 7 a : 
aber bereits die Entnahme des Tensors V? — aus U_,istumständlich. 
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123. Differentiation in Richtung der Feldlinien eines Vektor- 
feldes. Bisher war stets vorausgesetzt, daß die Differentiations- 
richtungen feste, im ganzen Raum gleiche Richtungen sind. Läßt 
man diese Voraussetzung fallen und definiert die Differentiations- 
richtung in jedem Aufpunkt durch die Richtung t der Feldlinien 
eines Vektorfeldes, so bleiben die bisherigen Formeln nur für die 
ersten Differentialquotienten, nicht aber für die höherer Ordnung 
in Gültigkeit. 

Der erste Differentialquotient einer Feldfunktion f ist: 

èf L Vf 


bei der Bildung des 2. Mn in der gleichen Rich- 
tung ist zu bemerken, daß t selbst eine Feldfunktion ist; also ist 


DE (t Vt f= (tV) f+ ter 


EV ger. (122) 


Differentiiert man nach zwei verschiedenen Richtungen, so 
werden die ersten Differentialquotienten 


oder: 


und die re zweiten Differentialquotienten 
= = 2; 1 
a = =(-V)h° Vi; UT the 9; 
= er RU ER) Jr=2 grtt. 


Sie sind nn verschieden; wegen der Sym- 
metrie von V*f wird 
ò ò M ANN, ; 
es: E7 "a (S 32). Vf. (123) 
In einem speziellen Fall, nämlich wenn sich die Feldlinien der 
beiden Vektorfelder mit den Richtungen t, und t, zu Flächen an- 
ordnen lassen, und wenn überdies t, und t, aufeinander senkrecht 
stehen, führt (123) auf eine bekannte Formel zurück. Dann ist 
nämlich nach [Ziff. 59 (76)] 
ot, ot, 
DEN DER 
mithin, wie bekannt [Ziff. 57 (70b)] 


RR a er ST 
008 030% (Git — Gt) V= G, DER G. DER 124) 
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Im allgemeinen aber, wenn die beiden Scharen von Feldlinien keine 


geschlossenen Vierecke bilden, kann man u A linear durch drei 
8S2 si 


nicht komplanare Feldvektoren darstellen, als deren zwei man t, 
und t; nehmen wird: 
a Sb ath + aht lst; 
Gi; Q;, Q, Sind dabei skalare Feldfunktionen. Dann wird 
2 

= (a, t Fa h +4, ts)” ENAS 
oder z i 

9,0% n IEn a S£ BER Ds, +03 (125) 
Diese Gleichung tritt an Stelle der sine der Reihen- 
folge gewöhnlicher Differentiationen, gibt also die Integrabili- 
tätsbedingung simultaner Systeme von Differentialgleichungen 
erster Ordnung in Richtungsdifferentialquotienten. 

124, Geometrie der Vektorfelder. Die folgenden Ziffern sind 
der Untersuchung geometrischer Eigenschaften der Vektorfelder 
und skalaren Felder gewidmet. 

Ist der Einheitsvektor der Feldlinien eines Vektorfeldes t als 
Feldfunktion gegeben, so kann man die für eine Kurve geltenden 
Frenetschen Formeln [Ziff. 42 (19)] so umschreiben, daß sie für 
die Kongruenz der Feldlinien gelten, wenn man die Differentiation 
nach der Bogenlänge durch eine Richtungsdifferentiation ersetzt: 

PONE Jeen 
t-Vn=—-K%t * + Tb; (126) 
eVo w a 

Die erste dieser Gleichungen läßt sich unter Verwendung der aus 

Ziff. 80 (IV’) folgenden Identität 


zgrad t =t Vtt rott 


umformen. In dieser Identität verschwindet, weil t ein Einheits- 
vektor, also t-t konstant ist, die linke Seite: also wird 


t-Yt=—tX rott. (127) 
Damit wird die erste Frenetsche Formel (126)') 
tX rott + K'n=0. (128) 


1) R. Rothe, Anwendungen der Vektoranalysis auf Geometrie. Jahres- 
bericht d. deutsch. Math. Ver. 1912, XXI. S. 249—274. 
Lagally, Vektorrechnung. 12 
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Sie gibt die erste Krümmung K” und die Hauptnormalenrichtung n 
als Feldfunktionen und läßt erkennen, daß der Vektor rott der 
rektifizierenden Ebene angehört. Durch skalare Multi- 
plikation mit n folgt aus (128) die Krümmung 


K’'=b-rott (129) 


als Maßzahl der Projektion des Vektors rot t auf die Binormale. 

n und b können aus (126) mittels Richtungsdifferentialquotienten 
von t berechnet werden; das soll nicht näher ausgeführt werden, 
dagegen seien unter Verwendung der aus den Frenetschen 
Formeln folgenden Formeln [Ziff. 43 (21a,b)] Krümmung und 
Torsion der Feldlinien angegeben: 


K=it-Vt| 
r] ANA i 37 BL Era 
T= vgl NV a: EOS Wär de 


125. Flächennormale Felder. Sollen die Feldlinien eines Vek- 
torfeldes ÖOrthogonaltrajektorien einer Flächenschar V =c sein, 
so muß der Einheitsvektor t dem Gradient des skalaren Feldes V 
parallel sein; also Jr 

vr=pt ’ 
wo p ein skalarer Faktor ist, der ohne wesentliche Einschränkung 
positiv vorausgesetzt werden kann. 

Um die Feldfunktion V zu eliminieren, bildet man ihre Rotation, 
deren Verschwinden für einen Gradient charakteristisch ist: 


VxVV/=VprxitpVxt=0. 
Um auch p zu eliminieren, multipliziert man die erhaltene Glei- 
chung skalar mit t; es ergibt sich 
t-V xt=0 oder t-rott=0 (130) 
als notwendige und hinreichende Bedingung für 
die Existenz einer zu den Feldlinien orthogona- 
lenFlächenschar. 
Aus den Gleichungen (128) und (130) läßt sich jetzt der Vektor 
rott eindeutig berechnen; man bestätigt sofort die Richtigkeit der 


Losmg wi: (131) 


Die Feldlinien des Vektors rott gehören den Or- 
thogonalflächen des Vektors t an; der Betrag 
von rott gibt die erste Krümmung derFeldlinien: 


rott|= K". (132) 
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126. Mittlere Krümmung der Orthogonalflächen. Wenn die 
Feldlinien des Vektors t eine Schar von Orthogonalflächen V =c 
besitzen, so existiert auf diesen ein System von zwei sich senkrecht 
schneidenden Kurvenscharen, deren Tangenten die Haupt- und 
Binormalen der Feldlinien sind. Für dieses System setzen wir die 
beiden ersten Gleichungen von (76a, b) Ziff. 59 an: 

GN; Sean N; (133) 
n, b, t tritt dabei an die Stelle von t,, t NR; ds, und ds, sind die 
Linienelemente in Richtung der Haupt- und Binormalen. Dabei ist 
=n-Vn=-n X rotn; —bVb=—b X rotb; 
wenn man zur Umformung wie bei (127) die Identität (IV’) heran- 
zieht. Aus (133) folgt jetzt 
N, = [tn rotn] = b-rotn, 
N, = [tb rot b] =— n- rotb. 
Bezeichnet man mit H die mittlere Krümmung einer Orthogonal- 
fläche, so wird 
2H = N, + N,=b-rotn—n-rotb 
oder nach Ziff. 80 (V^ 
2H =div(nxb), 
21H linie (134) 

Die Divergenz von t ist gleich der doppelten 
mittleren Krümmung der Orthogonalflächen‘). 

Auf ein nicht so einfaches Ergebnis führt die in ähnlicher Weise 
mögliche Berechnung der Gaußschen Krümmung. 

127. Äquidistanzflächen. Ausgehend von den Orthogonalflächen 
V =c erhält man den Einheitsvektor der Feldlinien in der Form 


grad V VAJ 
PECA 


also 


Der Richtungsdifferentialquotient Ai der Feldgröße V in Richtung 


der Feldlinien gibt den Betrag des Gradienten und soll mit g be- 


zeichnet werden: Fy 
5, =tV/v=|VrI=«. 


1) Der hier gegebene Beweis des bekannten Satzes folgt im wesentlichen 
dem Gedankengang von J. Spielrein, Lehrbuch der Vektorrechnung, 
2. Aufl.. S. 179. 

las 
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q ist ein Maß für die Dichtigkeit der Niveauflächen V =c; es ist 
der reziproke Wert des Abstands zweier benachbarter Niveau- 
flächen mit der Potentialdifferenz Eins. Auf jeder Fläche g=c 
ist dieser Abstand eine konstante Größe. Die Flächen q =c wer- 
den deshalb als Äquidistanzflächen bezeichnet. Sie 
sind in der Hydrodynamik, wenn V ein Geschwindigkeitspotential 
bedeutet, Flächen konstanten Betrags der Geschwindigkeit. 


Wir bilden aus t— sx die Rotation nach Ziff. 80 (IIT) unter Be- 


rücksichtigung von Ziff. 81 (IX): 
rtt=y XY =y4xyř=4 VXV. (135) 
Anderseits ist nach (131) 
ow =J s 
also i i ; 
BI=zVV/xXVaı=TtiXVa. (136) 


Diese Gleichung sagt aus, daß die Schnittlinien der Aquidistanz- 
flächen mit den Niveauflächen, also die Äquidistanzkurven 
auf den Niveauflächen diejenigen Kurven sind, 
die die Binormalen der Feldlinien zu Tangenten 
haben?) (Fig. 62). Durch skalare 
Multiplikation von (136) mit b er- 
£ hält man 


P K°= bt] =}n: Vg 
oder 


5 Ko =%1. (187) 


Die Krümmung K” der Feldlinien 
ist gleich dem Richtungsdifferen- 
tialquotient von lgq in Richtung 
der Hauptnormalen. 

Auch der Ausdruck für die mitt- 
lere Krümmung läßt sich bei Einführung der Äquidistanzflächen 
umformen. Nach (134) ist 


4 


Fir. 62. 


2 H= divt= Y.Y” 
also nach (II) 1 


VVH AV=(-t-Vg+AN. (189) 


1) M. Lagally, Dynamische und geometrische Eigenschaften der räum- 
lichen Potentialströmung. Zeitschr. f. Math. u. Phys. 68, 1915, S. 360—380. 
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Eine besondere Vereinfachung tritt für Laplacesche Felder 
ein, für welche 
AV) 


ist; dann wird 


2 ı t-Vg—— He. (139) 
Die mittlere Krümmung der Niveauflächen ist also in diesem Fall 
durch den Richtungsdifferentialquotient von lgq in Richtung der 
Hauptnormalen ausdrückbar. 

Endlich sei noch der Vollständigkeit halber bemerkt, daß der 
Differentialquotient von lg g in Richtung der Binormalen in jedem 
flächennormalen Feld Null ist. Das folgt aus der Definition der 
Aquidistanzkurven. Durch skalare Multiplikation von (136) mit 
Vq erhält man b-\V/g==0 oder 


òlga 
Du = Q. (140) 


128. Laplacesche Felder. In einem Laplaceschen Feld läßt 
sich aus den beiden Gleichungen (136) und (139) 


tX Vley=K°b; 
t-Yleg——2H 


der Vektor V lg q (nach Ziff. 23, e) eindeutig berechnen. Man erhält 
Vleg =—2 Ht + K’n. (141) 


Dieser Vektor fällt in die Normale der Äquidistanz- 
fläche. Um den Winkele,unter dem eine Niveaufläche 
von einer Äquidistanzfläche geschnitten wird, 
zu berechnen, dividiert man am besten die beiden Gleichungen 
(136) und (139) und zieht die geometrische Deutung des Vektor- 
produkts und skalaren Produkts heran; dann ist 


ey hene, 
t:-Vleg cose’ 

K° ; 
Eine weitere interessante Beziehung erhält man, wenn man die 


Integrabilitätsbedingung der Gleichungen (137) und (139) 


K’=n-\Vlgg; 
—2 H =t. V leg 
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aufstellt. Zunächst ergeben sich durch nochmalige Richtungsdiffe- 
tiati 
rent $ 7R (t: Jn): Yigg + nt Vleg, 
—an yA y e a im. y le a 
hieraus folgt nach Ziff. 123 die Integrabilitätsbedingung 
te VK? + 2n: VH=(t:-Vn -n Vt). Vlgq. (143) 


Um die rechte Seite zu berechnen, bemerkt man, daß nach den 
Frenetschen Formeln (126) 


te Yn=— Kt + 1% 


ist. Ähnlich erhält man aus der dritten Gleichung (76a) von Ziff.59 
durch Änderung der Bezeichnung 


n: Vt= Nu — Tb; 
t-Vn—n-Vt=—K’t— Nnu + (T"-— T)b. 
Damit wird (143) nach (141) 


also 


zer 0 BE 5 nn 
= 2, EH NK; 
bemerkt man, daß 2 M= N, + N, ist, so folgt die gesuchte 
Beziehung‘) So Si 
E ET oea E, A 
40 Frl N,K°. (144) 

N, ist die Normalkrümmung einer Niveaufläche in Richtung einer 
Äquidistanzkurve. 

Weitere Eigenschaften der Laplaceschen Felder kommen 


Ziff. 132 u. 133 zur Sprache. 


8 9. Allgemeine Koordinaten im Raum. 


129. Einführung von Parameterflächen. Um einen Punkt P 
einer Fläche festzulegen, bedient man sich (Ziff. 47) zweier Scharen 
von Gaußschen Parameterkurven u = const, v = const, die ein 
die Fläche überdeckendes Netz bilden. Der Punkt P ist dann durch 
die Parameterwerte u und v der durch ihn hindurchgehenden Para- 
meterkurven bestimmt und in einem geeignet begrenzten Gebiet 
ist die Zuordnung eines Wertepaares «, © zu einem Punkt ein- 
eindeutig. 

Diese Methode läßt sich verallgemeinern, um einen Punkt des 
Raumes festzulegen. Wählt man drei Scharen von Parameter- 


1) J. Spielrein, Lehrbuch der Vektorrechnung, 2. Aufl., S. 184. 
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flächen u(x, y, 2) = const, v(x, y, 2) = const, w(x, Yy, 2) = const, 
so besteht in einem geeignet begrenzten Gebiet eine eineindeutige 
Zuordnung eines Wertetripels x, y, zu einem Wertetripel u, v, w. 
Ein Punkt P ist also durch seine allgemeinen Kordinaten 
u, v, w bestimmt, mithin auch sein Ortsvektor r- Auch eine skalare 
oder vektorielle Feldgröße kann von den allgemeinen Koordinaten 
des Aufpunkts P abhängig gemacht werden. 

Die drei Scharen von Parameterflächen schneiden sich in drei 
Kurvenscharen. Längs der Schnittlinie einer Fläche v = const mit 
einer Fläche w = const ändert sich nur der Parameter u; man wird 
eine solche Kurve als u-Kurve bezeichnen und ebenso jede Kurve 
der anderen Scharen nach dem Parameter benennen, der sich längs 
derselben ändert. 

130. Reziproke Systeme von @rundvektoren. Während bei Ver- 
wendung der rechtwinkligen Koordinaten x, y, z eine gemeinsame 
Basis i, j, É für den ganzen Raum genügt, ist es bei Verwendung 
allgemeiner Koordinaten oft zweckmäßig, in jedem Aufpunkt Peine 
besondere, von %, v, w abhängige Basis zu definieren und die vekto- 
riellen Feldgrößen in P auf sie zu beziehen. Für die Einführung einer 
von Ort zu Ort veränderlichen Basis gibt es zwei naheliegende Wege: 

1. Man wählt als Grundvektoren drei Vektoren in Richtung der 


or ðr ðr ai 


durch P gehenden «-, v-, w-Kurven; am einfachsten —, >—, =, 
ou’ ðv’ ðw’ 


gekürzt geschrieben tu, ty, Tw. 

2. Man wählt als Grundvektoren drei Vektoren, die auf den 
durch P gehenden Parametertlächen u = const, v = const, w = const 
senkrecht stehen, am einfachsten grad x, grad v. grad w, anders ge- 
schrieben /u, Vv, Vw. 

Die beidensogewählten Systeme von Grundvek- 
toren sind zueinander reziprok [vgl. Ziff. 24]. Zum Be- 
weise bemerkt man zunächst, daß jeder der Grundvektoren des 
einen Systems auf zwei Vektoren des andern senkrecht steht, z.B. 
V u auf rt, und tw; es ist also 

wm Vu=(0, tw V u=0. 
Es bleibt nur noch zu zeigen, daß 
tae Vec] 
ist. Schreitet man längs einer u-Kurve um ein Wegelement dr fort, 
so ändert sich der Parameterwert u um 
du=dr- V u= tudu: Ju. 
Hieraus folgt die behauptete Gleichung. 
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Als Grundvektoren reziproker Systeme sind tu, Tv, Tw und Vu, 
Vv, Vw mittels folgender Gleichungen durcheinander ausdrückbar: 


DOST To cT AET 


Yume imoa Veen. (2 
— VvxVw e Vox Vu _.VuxVv l 4 
w ugoy 9 Naye) Pönvyer TE 
Dabei ist 4 
Itu teto] VORNE 1. (146) 


131. Berechnung von V für eine veränderliche Basis. Zur Aus- 
führung von Differentialoperationen ist es bei Verwendung all- 
gemeiner Koordinaten u, v, w notwendig, V durch diese Koordi- 
naten und die zugehörigen Grundvektoren auszudrücken. Ist V 
eine skalare Feldgröße, so ist 


oV òV oV 
Ga 3 du + 7,40 + nn dw. 


Die rechte Seite kann als skalares Produkt zweier Vektoren ge- 
schrieben werden, von denen je einer auf eines der beiden rezi- 
proken Systeme bezogen ist: 


d V= (tudu + tdv + tdw): V ve vo RN Vous.) 


Der erste Faktor der rechten Seite ist die infinitesimale Ände- 
rung dr des Ortsvektors, zu der die Änderung dV der Feldgröße V 
gehört und mit der sie durch die Gleichung (6) 

UV EEN N 


zusammenhängt. Durch Vergleich der beiden letzten Gleichungen 
erhält man: 


RO EE] ò 
V =N tua t Vig VOe (147) 
Bei Übergang zur reziproken Basis wird 
Ere 1 | y ò y 9) P 2 
Y 7 Er | to X tw Ju F to X ty Te In X iy Eeri (148) 


Mit Hilfe der gewonnenen Formeln kann man den Gradienten 
eines skalaren Feldes, Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes 
usw. für allgemeine Koordinaten berechnen, von denen Kugel- und 
Zylinderkoordinaten für die Praxis am wichtigsten sind. Diese Be- 
rechnungen sollen an dieser Stelle unterbleiben. Auf die inva- 
rianten Ausdrücke selbst wird später (Ziff. 226 und 254) von einem 
allgemeineren Gesichtspunkt aus zurückzukommen sein. 
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132. Potentlalflächen und Stromfiächen. Um ein Beispiel für die 
Anwendung allgemeiner Koordinaten im Raum zu erhalten, be- 
trachten wir die Niveauflächen v(2y2)=const eines Laplace- 
schen Feldes und fassen die Feldlinien zu zwei weiteren Flächen- 
scharen v(xyz)= const und w(@yz2)=const zusammen. Diese 
Flächen sollen als Stromflächen bezeichnet werden; dabei liegt die 
Vorstellung zugrunde, daß u das Geschwindigkeitspotential der 
Strömung einer inkompressiblen Flüssigkeit ist. 

Da die Stromflächen auf den Niveauflächen senkrecht stehen, 
steht auch die Normale einer Niveaufläche senkrecht auf der Ebene, 
die von den Normalen zweier durch den Aufpunkt gehenden Strom- 
flächen gebildet wird; also ist 


u oe Su (149) 
wo ọ von den Koordinaten «, v, w des Aufpunkts abhängt. Soll u 
der Laplaceschen Gleichung genügen, so muß 


MV Vuz=V-.(oVoxX Vo)—=0 (150) 
sein. Durch Ausrechnen des formalen Produktes erhält man nach 
Ziff. 80 (ID: " 


V-leVerx Vw = Ve VuxXVuwrtreV-VexVw); 
dabei ist nach (V) und (IX) 
yya TO= Vey A e yey a y eN 
weil die Rotation eines Gradienten verschwindet. Also gibt (150) 
als Bedingung für o 
f [Ve Vv Vu]=0. 


Diese Bedingung ist, in Koordinaten geschrieben, das Verschwin- 
den der Jakobischen Determinante von ọ, v, w und sagt aus, 
daß oe eine Funktion von v und w allein, aber von u unabhängig 


ist. Also ist Ver er (151) 
dieBedingungdafür,daßvundwzweiScharenvon 
Stromflächen eines Laplaceschen Feldes mit den 
Niveauflächen «sind. 

Diese Gleichung läßt sich noch vereinfachen durch passende 
Wahl der Stromflächen. Man kann (151) in die Form: 


Vu=VvxVjewu)dı 


setzen; hält man also die eine Schar von Stromflächen v fest und 


ersetzt die andere Schar w durch die Schar few. w)dw = w, so ist 
u= Vv X VN 
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geworden. Auf der rechten Seite tritt neben dem Vektorprodukt 
zweier Gradienten kein skalarer Faktor mehr auf. Zwei solche 
Scharen von Stromflächen sollen als ein normiertes System be- 
zeichnet werden. Bei Rückkehr zur alten Bezeichnung gilt für 
einnormiertes System von Stromflächen eines La- 
placeschen Feldes: 


MOVi X Vii. (152) 


Geht man zur reziproken Basis über, deren Grundvektoren in die 
Schnittlinien der Flächen u, v, w fallen, so folgt aus (152) nach 
(145a) und (145b): 


z H] = tu [V uV v V w] 
oder nach (146): 
Tu = Ty X Te. (153) 
Diese Gleichung ersetzt (152) vollständig und ist ebenso wie 
diese füreinLaplaceschesFeldbei Wahlnormierter 
Stromflächen charakteristisch’). 

133. Zerlegung eines Strömungsfeldes in Zellen. Die drei 
Flächenscharen «, v, w teilen das ganze Strömungsfeld in Zellen 
von der Gestalt eines geraden Prismas mit parallelogrammartigem 
Querschnitt. Mit ds =| tu | du soll die Höhe eines solchen Prismas 
bezeichnet werden, mit ds, = |t» dv und ds, =| tw|dw die andern 
Kanten; der Winkel der letztern seia; der Querschnitt der Zelle d F. 

Dann folgt aus (153), wenn man beiderseits den Betrag bildet: 


ds — ds dso Lap U 
du doao ma oau 
oder 
dF TE dvdw 


(154) 


e) 


Greift man zur Herstellung der Zellenteilung aus den kontinuier- 
lichen Scharen u, v, w diskrete Scharen heraus, welche festen Para- 
meter-Differenzen du, dv, dw entsprechen, so ist die rechte Seite 
von (154) konstant. In allen Zellen eines räumlichen 
Laplaceschen Strömungsfeldesistalsoder Quotient 
aus Querschnitt und Höhe konstant. Dieser Satz ist 
eine Erweiterung der Quadratteilung eines ebenen Laplace- 
schen Feldes durch Potential- und Stromkurven. 


1) M. Lagally, Systeme von Potentialflächen und Stromtlächen. Ber- d. 
bayr. Akad. d. Wiss. 1914, S. 157—190. 
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Die Zellteilung besitzt auch hydrodynamische Wichtigkeit. Zu- 
nächst wird der Betrag q der Geschwindigkeit der Strömung durch 
den Betrag des Gradienten von u gegeben: 


du 
g= AE 
dann folgt aus (154): 
qdF =dvdw. (155) 


Der Fluß durch alle Röhren hat einen festen Wert; 
das ist der mechanische Sinn der normierten Systeme von 
Stromflächen. 

Bildet man weiter die lebendige Kraft dT der in einer Zelle ent- 
haltenen Flüssigkeit, so ist unter Voraussetzung der Dichte Eins 
der Flüssigkeit: 


ar=t ara =} e are) 


2 du ds 


oder: i 
dT=-dudvdw. (156) 


Die Bewegungsenergie der Strömung hatinallen 
Zellen den gleichen Wert. 
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S 1. Elemente der Dyadenrechnung. 


134. Lineare Vektorfunktion und affine Abbildung. Ein sehr 
einfaches und für die Anwendung wichtiges Vektorfeld entsteht 
dadurch, daß man dem Aufpunkt mit dem Ortsvektor r einen Feld- 


vektor ee, a) 


zuordnet, wo ® eine Dyade bedeutet. Zur Untersuchung der Eigen- 
schaften dieses Feldes ist es zweckmäßig, b als neuen Ortsvektor r’ 
von einem Anfangspunkt aus aufzutragen. Die Gleichung 
Bil (1) 
ist bereits (Ziff.30) aufgetreten und als Ausdruck einer affinen 
Abbildung des Raumes r auf den Raum r’ gedeutet worden. 
Die Transformationsformeln für die Koordinaten (Ziff. 27) sind 
homogene lineare Gleichungen; die vektorielle Feldfunktion vr’ des 
Ortsvektors r ist eine lineare Vektorfunktion, das Feld 
v ein lineares Vektorfeld. 
Verwendet man für die Dyade ® die dreigliedrige Form 
DP — A, B, + A B, + As Bz, (2) 
so erkennt man, daß der Ortsvektor 
T= r- (MA B, + A BH A Ba) 
die drei Werte ®,, Ba, B, annimmt, wenn r mit den zu W, W, A, 
reziproken Vektoren W”, X”, WU,‘ zusammenfällt (Ziff. 24). Damit 
ist die Aufgabe gelöst, diejenige lineare Vektorfunktion zu be- 
stimmen, die drei nicht komplanaren Vektoren des Raumes r drei 
nicht komplanare Vektoren des Raumes r’ zuordnet. 


Man kann also — unter Abänderung der Bezeichnung — die- 
jenige Dyade 9, welche bei der affinen Abbildung 
ga 


den drei Vektoren u, b, w die drei Vektoren u’, v’, w durch die 
Gleichungen 
wel Ned, WeWot (3) 
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zuordnet, sofort angeben. Sie ist 
d=u*ru+ vr + mt’, (4) 
wenn mit u’, b*, w* die zu u, V, iv reziproken Vektoren bezeichnet 
werden. [Vgl. Ziff. 26 (63a).] 


Ordnet man dem Aufpunkt mit dem Ortsvektor r einen Feld- 
vektor 


in) — Fo (5) 
zu, so entsteht ebenfalls ein lineares Vektorfeld, das bei geeigneter 
Wahl der Dyade ¥ — wie (Ziff. 137) gezeigt werden wird — von 
dem Feld (1) nicht verschieden ist. Trägt man w als neuen Orts- 
vektor r” auf, so ist die Gleichung 

WW Lt (5') 
wieder der Ausdruck einer affinen Abbildung. 

Daß bei Verwendung reduzierbarer (planarer oder linearer) Dy- 
aden die affine Abbildung ausartet, wurde (Ziff. 29) bereits erwähnt. 

135. Produkt zweier Dyaden. Die Dyade in der neungliedrigen 
Form (Ziff. 32) 


Da, lit alj sit (6) 
+ anji aji + asit 
+ agti + azz tj + agtt 


soll abgekürzt 
5 Qp Saul ig 
geschrieben werden, wobei wie früher (Ziff. 17) i, iz» i, für i, j, f 
gesetzt sind und die Summation über beide Indizes zu erstrecken ist. 
Es soll mit ARR 5 
UES (6') 
eine zweite Dyade bezeichnet und das skalare Produkt der beiden 
Dyaden (Ziff. 35) gebildet werden: 


pay = Sn let Sbe lai. (T) 
Von den 9? skalaren Produkten zweier dyadischer Produkte, die 
bei der Multiplikation auftreten, verschwinden nur die nicht, für 
die u = ist. Also ist 
Di PS ldneihilge 


Das skalare Produkt der beiden Dyaden ist eine neue Dyade X: 


ONEEN ES a (8) 
Die Determinante ihrer Maßzahlen 
Cio = Zy Die (8) 
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ist das Produkt der Determinanten der Maßzahlen a;. von ® und 
Ue von P: 


Qo Qoz Mag boa bo Dag = Gy Co Cagle 9) 


[a31 Azz Ays Dzi Den bss C31 Cga ss 


Dabei sind die ĉis in der Weise gebildet, daß die Zeilen der Deter- 
ıninante der a;. mit den Spalten der Determinante der Dos Kompo- 
niert sind. Ist eine der Dyaden ®, ¥ die Dyade Z, so gibt (8) 
ISLE o T= (10) 
Wenn einer der Faktoren ®, W in (8) eine ausgeartete Dyade 
ist, verschwindet die Determinante ihrer Maßzahlen (Ziff.27). Dann 
verschwindet auch die Produktdeterminante und X ist ebenfalls 
eine ausgeartete Dyade. 
Für die Multiplikation der Dyaden gilt das assoziative 


Gesetz: 
(D 9n. X= 0. (P-X)= D.Y. X. (11) 


Skalare Produkte von gleichen Dyaden werden als Potenzen ge- 
schrieben, z.B.: 

p= p.p 

P= pp = p.p. p (12) 


usw. für ganze positive Exponenten. 
Für skalare Produkte aus Dyaden und Vektoren gilt das assozia- 

tive Gesetz in den Formen: 
CE SET S E E T 


13 
(r-D)-8 =r (D-3) =r- P.8, j í 


die bereits (Ziff. 35,37) bekannt sind. 
136. Quotient zweier Dyaden. Als reziproke Dyade Ø-? 
von ® bezeichnet man die Dyade 


D—= ER, 0lel, (14) 
die der Bedingung 
RL I (15) 


genügt. Die Bestimmung der reziproken Dyade führt auf ein Sy- 
stem von linearen Gleichungen: 
_jOfüri=#o; 


y 4 in 
a Ai Qa a =T (16) 
2 RSH \1füri=o. 
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Dieses Gleichungssystem ist leicht aufzulösen, wenn man die 

Eigenschaften der Minoren einer Determinante heranzieht. Es sei 
Qi Aio lig | 

D=| da, Az Ay] 

lzi @zz Az 


(i 


die Determinante der Maßzahlen der Dyade ®; mit A„ı werde der 
Minor von «,. bezeichnet, d. h. die zu dem Element a,, gehörige 
Unterdeterminante von D, versehen mit dem Vorzeichen, mit wel- 
chen sie in der Entwicklung von D als Faktor von a,, auftritt. 
Dann gelten folgende beiden Sätze: 

a) Die Summe der Produkte der Elemente einer Reihe und der 
zugehörigen Minoren ist gleich der Determinante. 

b) Die Summe der Produkte der Elemente einer Reihe und der 
Minoren der Elemente einer Parallelreihe ist Null. 

Es gelten also die Gleichungen 
Sa A Be |.) für A# 0; 
” m TLDfürio. 


Diese 9 Gleichungen gehen in das Gleichungssystem (16) über, 
wenn man 


setzt. 

Man erkennt, daß jede Maßzahl @,. der reduzierte, d.h. durch 
die Determinante selbst dividierte Minor von a,, in der Deter- 
minante der Maßzahlen der Dyade ® ist. Die Auflösung wird un- 
möglich, wenn diese Determinante Null ist, also für ausgeartete 
Dyaden. 

Eine Eigenschaft der reziproken Dyade ist, daß neben (15) auch 
die Gleichung 


p roo] (17) 
besteht. 
Schreibt man Potenzen von ®-1in der Gestalt 
(KR Dr s 
so gilt die Gleichung 
prm. pr- pm+n (18) 


für alle ganzen, positiven oder negativen Exponenten m und n: 


insbesondere ist 
PET (19) 


. Die Gleichungen (15), (17) definieren die Division durch eine 
Dyade für den speziellen Fall, daß der Dividend die Dyade T ist. 
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Allgemein ist die Aufgabe der Division durch eine Dyade 
die, aus einer Gleichung von der Form 
D-Y—NX (20) 
einen der Faktoren ® oder ¥ zu bestimmen, wenn der andere und 
X gegeben sind. Nach (17) folgt unter Benutzung des assoziativen 
Gesetzes die Bestimmung des zweiten Faktors Y durch Multi- 
plikation von (20) mit ®-1 von links: 
D-1LB.V<DB-1X,; 
Vz a, 
wenn der erste Faktor ® eine nicht ausgeartete Dyade ist; ebenso 
die Bestimmung des ersten Faktors ® durch Multiplikation von (20) 
mit 7-1 von rechts: 


(21a) 


BP PAIN. YA, 
p= Aa VG 1 
für nicht ausgeartete Dyaden Y. 
Mit Benutzung des reziproken Wertes einer Dyade kann man 
eine nicht ausgeartete lineare Vektorfunktion (1) 
r=t-® 
nach dem unabhängigen Ortsvektor r auflösen. Durch Multipli- 
kation mit ®-1 von rechts folgt 
need 


(21b) 


a ter, (22) 
Ähnlich ergibt sich aus (5°) 
Well 
der unabhängige Ortsvektor 
r= Pl", (23) 


Diese Auflösung bedeutet geometrisch die Bestimmung der zu 
einer gegebenen affınen Transformation inversen (reziproken) 
Transformation. 

137. Konjugierte Dyade. Vertauscht man in sämtlichen dyadi- 
schen Produkten einer Dyade ® die beiden Faktoren, so geht ® in 
die zu ® koniugierte Dyade über. die durch Überstreichen 
von ®, also mit Ð bezeichnet wird (Ziff. 31). 

Die konjugierte Dyade zu ® ist wieder ®, 

Ein Paar von konjugierten Dyaden ist z.B.: 

p = A, B, + M Ba H As Bz; 
P= B, A, + B, M + B Ms. 
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Ein weiteres Paar ist: 
DE pille 
E > At ; bi 3 T (24') 
= — Au lu h =. Aus t lu . 

Es wurde bereits (Ziff. 31) erwähnt, daß für die skalare Multipli- 
kation einer Dyade mit einem Vektor das kommutative Gesetz im 
allgemeinen nicht gilt. Es wird bei Benutzung der konjugierten 
Dyade durch die Gleichung 


vr d—=d.r (25) 
ersetzt. (Diese Gleichung zeigt die Gleichwertigkeit der Darstel- 
lungen (1) und (5) für ein lineares Vektorfeld.) 

Das kommutative Gesetz gilt also nur für Dyaden, die mit ihrer 
konjugierten identisch, also durch die Gleichung: 
Ø = ð 


gekennzeichnet sind. Es sind das die (Ziff. 33) bereits erwähnten 
symmetrischen Dyaden, die bei, Vertauschung der Fak- 
toren der dyadischen Produkte ungeändert bleiben. 

Als antisymmetrischeDyaden wurden (Ziff. 34) die Dy- 
aden bezeichnet, die bei Vertauschung der Faktoren der dyadischen 
Produkte ihr Zeichen ändern, also durch 

p=— P 
gekennzeichnet sind. 

138. Zerlegung in symmetrischen und antisymmetrischen Teil. 
Jede Dyade läßt sich in eine Summe aus einer symmetrischen und 
einer antisymmetrischen Dyade zerlegen. Diese Zerlegung einer 
Dyade P wird durch die identische Gleichung 


D= (B+P) +3 (D— P) (26) 
geleistet. Dabei ist 


TS pi (®-+ ®\ der symmetrische, (27a) 
24 ` 


72 1 F . . . -~ 
p"'—=-; (b — P) der antisymmetrische Teil. (27b) 
Zerlegt man somit die Dyade 2 in der Form 
p=p4 D" (28a) 
in ihren symmetrischen und antisymmetrischen Teil, so ist die ent- 
sprechende Zerlegung der konjugierten Dyade ® 


C oE p. (28b) 


Lagally, Vektorrechnung. 13 
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Für die neungliedrige Form einer Dyade 
Pa Fast tagt! 
F oiii + Ajj Fagit 
+ da, ti + aoo tj + agg tt. 
S=a,tita,iita,it 
+ aji + lit asalt 
+ agti + agti + agtt 
nehmen ®' und ©” folgende Form an: 
P=a,titasiit gt 
Dal u: r: 1 ß i 
AI 2 (die ar da1) (ij oi ji) ar D (das + Aya) (Gt T tj) 
] ; ; 
=> D (ası + @a) i + iÐ, (29a) 
13 Jl BER ae 1 ` . 
Dez) MHZ Cs — fs) GE— tj) 
1 S La 
tz a (azı — s) (i—i). (29b) 


139. Einfachste Invarianten einer Dyade. Die Dyade ist eine 
vom Koordinatensystem unabhängige extensive Größe. Diese 
Eigenschaft wird vorausgesetzt, wenn man — wie das bereits 
wiederholt geschehen ist — die Dyade auf eine vorgegebene Basis 
bezieht oder so umformt, daß die linken Faktoren gegebene Vek- 
toren sind. 

Ersetzt man in allen dyadischen Produkten einer Dyade die un- 
bestimmte Multiplikation der Vektoren durch die skalare oder vek- 
torielle, so entstehen Größen, dieebenso wie die Dyade 
selbst vom Koordinatensystem unabhängig sind 
und infolgedessen als Invarianten bezeichnet werden müssen. 
Diese beiden Invarianten werden als erster Skalar r und Vek- 
tor Øx der Dyade 2 bezeichnet. 

Für die dreigliedrige Form 

p=, B, + A Ba + M Ba 
DEN B tH WB AMD (30a) 
D= A, X B, +A X B, +A XD, (80b) 


für die neungliedrige Form 


ist 


und 


P= È meiu 
Pi= a F aa F Agy (31a) 
2 (da Ag) 1 + (azı = as) Ein (aa )l. (31 b) 


ist 


und 
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Als Beispiel seien die Invarianten der lokalen Dyade (Ziff. 77) 


d=\Vov 
angegeben: 
bı = V -v = divo, (32a) 
DEV X o 000, (32b) 


deren Invariantencharakter bereits bekannt ist. — 

Der Wert des ersten Skalars einer Dyade hängt nur von ihrem 
symmetrischen Teil, der ihres Vektors nur von ihrem antisymme- 
trischen Teil ab. Um das einzusehen, bemerkt man zuerst, daß 
nach (31a) der erste Skalareinerantisymmetrischen 
Dyade ©’ und nach (31b)der Vektoreinersymmetrischen 
Dyade P verschwinden: 

p; = , (33a) 
d — £ 
P =0. (83b) 


Ferner bemerkt man, daß der erste Skalar der Summe zweier 
Dyaden (® + Y) gleich der Summe der ersten Skalaren von ® und 
Y ist, also: 

(b + Pı= Di WM. (34a) 


(D+ Pad A (34b) 


Wendet man diese Sätze auf die in ihren symmetrischen und 
antisymmetrischen Teil zerlegte Dyade 


Ebenso: 


p 2 p + p” 
an, so folgt: 


Dı= b; (35a) 
b= P}. (35b) 
Für die Invarianten der konjugierten Dyade: 
=p — p" 
erhält man: = 
D= Di = Di; (36a) 
x= — Dl = — Py. (36b) 
Für die Dyade Eins 
I=ii+jj+tt 
sind der erste Skalar und der Vektor: 
o E (37) 
13* 
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140. Der Vektor Px. Eine antisymmetrische Dyade P” nimmt 
bei Zugrundelegung eines beliebigen Dreibeins i, j, f die Form 


vlt tj mti — ib +nlij— jii) (38) 
an. Dann wird: 
p= 2?2[li + mj + nt. (39) 
l, m, n hängen von der speziellen Wahl des Dreibeins ab. Man 
kann das Dreibein so wählen, daß der Einheitsvektor f in die Rich- 
tung von Øx fällt; dann sind l = 0, m = 0, also 


E (40) 
a i (41) 


Damit ist gezeigt, daß man jede antisymmetrische Dyade in eine 
Normalform setzen kann, in der nur eine einzige Differenz 
zweier konjugierter dyadischer Produkte auftritt (deren Faktoren 
hier obendrein als zwei aufeinander senkrechte Vektoren gewählt 
sind). Der Vektor Øx steht auf der durch die anti- 
symmetrische Dyade ®" definierten Plangröße senk- 
recht: nach (40, 41) ist 

p’. Dx—0. (42) 


Bildet man unter Verwendung der Normalform (40) 
tr. P'’=nt-(j — ji), 


so folgt bei Einführung eines dreifachen Vektorprodukts nach 
Ziff. 34 (99): 


PX G S E 
Somit wird nach (41) 
rp = ba XD; (43a) 
ähnlich > 
P'r= — $ PX t= 5t X Px. (43b) 


Diese Gleichungen gelten trotz der bei der Ableitung verwen- 
deten speziellen Basis wegen der Invarianz der vorkommenden 
Größen allgemein. Sie ersetzen die vektorielle Multi- 
plikation mit einem Vektor durch eine skalare 
Multiplikation mit einer antisymmetrischen Dy- 
ade. (Vgl. Ziff. 34.) Zugleich lassen sie erkennen, wie diese Dyade 
zu wählen ist, da die zu einem Vektor ®x gehörige Dyade P” nach 
(38) vollständig bestimmt ist. 
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141. Kinematische Deutung. Eine antisymmetrische Dyade 2” 

ordnet durch die lineare Vektorfunktion 

Dr 
nach (43b) jedem Ortsvektor r des Raumes einen Vektor r’ der zu 
Øx senkrechten Ebene zu, der zugleich auf dem Ortsvektor r senk- 
recht steht. 

Die Zuordnung zwischen r und r’ ist dieselbe, die durch eine 
Drehgeschwindigkeit u zwischen einem Ortsvektor r des Raumes 
und der Tangentialgeschwindigkeit v seines Endpunkts hergestellt 
wird. Setzt man nämlich in (43b) 


-15=u, (44) 
so folgt aus: 
db=uXxXt 
die behauptete Beziehung 
p".r =p, (45) 


Es ist jetzt auch leicht, die antisymmetrische Dyade P” aufzustellen, 
die die Drehgeschwindigkeit 

uvefi+tnj+lt (46) 
ersetzt. Schreibt man nämlich die Gleichung (44) ausführlich: 


— g Px=i tnj +t, 


so ist nach (38) und (39) 
p= — Et tj) —n ti-i) — Edi ii (47) 
die gesuchte antisymmetrische Dyade. 


& 2. Reine Dehnung. 


142. Tensorflächen zweiter Ordnung. Jeder Dyade (Tensor 


zweiter Stufe) T a ; 
P— auii + aij + aait 


Sr aa ji a aaj] 5 aasit 
+ azti + az tj + azslt 
läßt sich durch zweimalige Multiplikation mit dem Ortsvektor 


r=xi+yj+zť 
eine skalare quadratische Form: 
2F=r-d.r (48) 


= QL F ATY + Mg TE 
F MY F AY’ H AogYZ 
+ ag ZZ F 4,,Y2 F agg” 
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zuordnen. Diese Zuordnung ist jedoch nicht eineindeutig, weil 
bei der Zusammenfassung der gemischtquadratischen Glieder, z.B. 
(Qi: t Q,,)®yY, je zwei Maßzahlen der Dyade nur als Summe ver- 
bunden vorkommen. 

Zerlegt man die Dyade ® in ihren symmetrischen und antisym- 
metrischen Teil: do, 


so wird 
r-P-r=r-P.r+r- Per. 


Der zweite Summand verschwindet identisch, wie man aus der Um- 
formung (43a) il 
rep". r = — td. Xr=0 
erkennt. r 

Also ist die quadratische Form 2F für alle Dyaden dieselbe, die 
denselben symmetrischen Teil besitzen. Die Zuordnung zwischen 
Dyade und Form wird eineindeutig, wenn man sich auf symmetrische 
Dyaden beschränkt, also a; „= a,; setzt. Diese Beschränkung 
wird bei der folgenden geometrischen Deutung vor- 
ausgesetzt, also unter ® eine symmetrische Dyade ver- 
standen. 


Die Gleichung N ua 


oder 
Aa? + AY F Agl” H Ila LY + Zaag YZ + 24,27 = const (49) 


stellt eine Schar von ähnlichen und ähnlich gelegenen Mittel- 
punktsflächen zweiter Ordnung, die Tensorflächen, dar. 

Aus dem System der Tensorflächen wird häufig eine einzelne 
besonders normierte Fläche, in der Rege! 

SUN eo or l (49°) 
als Repräsentant der ganzen Schar herausgegriffen. Als Tensor- 
flächen können ebensowohl ein- und zweischalige Hyperboloide wie 
Ellipsoide auftreten; für planare symmetrische Dyaden findet ein 
Ausarten in Zylinderflächen statt. 

Bildet man den Gradient des Feldes, dessen Niveauflächen die 
Tensorflächen en 
v=grad FF, (50) 


so zeigt sich, daß r’ gerade die Vektorfunktion ist, die dem Orts- 
vektor r durch die Gleichung 
Esel (51) 


sind, und setzt 
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zugeordnet ist. Setzt man zum Beweis in (50) 


v=ri+tyj+tzt, 
so ergibt sich 


[i F 

= 3 = Mn 8 F MY + A525 

' F E 
AET 5 = MaL F lo Y F AZ; (32) 

ME 


z= DE = ljg ar aaz Y Šie Azz. 


Dieselben Ausdrücke für =’, y',z’ erhält man aus der Gleichung (51) 
bei Ausführung der skalaren Multiplikation. [Vgl. Ziff. 32 (93) bei 
Voraussetzung einer symmetrischen Dyade.] 

Der Vektor r, der dem Ortsfektor r durch die Vektorfunk- 
tion (51) =r. zugeordnet ist, hat die Richtung der Nor- 
malen derjenigen Tensorfläche, die durch den 
Endpunktvon r geht. Sein Betrag ist für alle Punkte dieser 
Fläche dem Abstand von einer benachbarten umgekehrt propor- 
tional. 

143. Reziproke Tensorflächen. 7Zufolge (51) ist 


Dan ee cosi. (53) 


Für alle Punkte einer Tensorfläche besitzt also 
das skalare Produktausdem OÖrtsvektorrunddem 
zugeordneten Vektor rv einen Konstanten Wert. 
Aus der Symmetrie von (53) in r und r’ folgt, daß die Vektoren t’, 
die den Ortsvektoren rt irgendeiner Fläche der Schar zugeordnet 
sind, ebenfalls eine Fläche zweiter Ordnung beschreiben, wenn 
man sie als Ortsvektoren aufträgt. In der Tat! Eliminiert man t 
aus (53) mit Hilfe der aus (51) folgenden Gleichung 
Wohn, 

so folgt 

r- ø=. r= const. (54) 
Diese Gleichung gibt die Tensortlächen der reziproken Dyade ®-!, 
die reziproken Tensorflächen. 

Die Beziehung zwischen den ursprünglichen und den reziproken 
Tensorflächen ist eine gegenseitige; d. h. letzteren sind als rezi- 
proke Tensorflächen wieder die ursprünglichen zugeordnet. 

Zwischen einer Tensorfläche und der zugehörigen reziproken 
besteht eine wichtige geometrische Beziehung. Jeder der beiden 
Ortsvektoren r und r’ steht auf der Tangentialebene im Endpunkt 
des anderen senkrecht. 


www.rcin.org.pl 


200 Kapitel 4. Dyaden. 


Setzt man die Gleichung der Tensorfläche und der reziproken 
Tensorfläche mit 
tr PD. r—1 und re-he (55) 
an, so ist 
pow caile (55) 


Trägt man die Ortsvektoren r und r’ vom gleichen Anfangspunkt 
O aus auf (Fig. 63), so fallen die Lote p und p’ von O auf die Tan- 
gentialebenen in die Richtung 
von t und r. Bezeichnet man 
deren Beträge mit r’ und r, so 
wird nach (55') 
nA. 66 
Aus diesen beiden Gleichun- 
gen ist ersichtlich, daß die 
Punkte einer jeden der bei- 
den Tensorflächen (55) und 
die Fußpunkte der Lote auf 
Fig. 63. die Tangentialebenen der an- 
deren invers bezüglich der 
Einheitskugel sind. Infolgedessen sind die Tangentialebenen 
jeder der beiden Flächen die Polarebenen der Punkte der anderen; 
jede der beiden Tensorflächen kann als Hüllfläche der 
Polarebenen der Punkte der anderen betrachtet werden, ist also 
die Polarfläche der anderen in bezug auf die Einheits- 
kugel. Dagegen ist der geometrische Ort der Fußpunkte der Lote 
auf die Tangentialebenen einer Tensorfläche, ihre Fußpunkt- 
fläche, die inverse Fläche zur reziproken Ten- 
sorfläche. 
Die Gleichung der Fußpunktfläche der Tensorfläche 


vr d.r—=1 
geht aus der Gleichung der reziproken Tensorfläche 
Moi los jl 


dadurch hervor, daß man mittels der die Inversion vermittelnden 


Gleichung z 
2 also r'r=i (57) 


die Ortsvektoren t der Fußpunkte der Lote einführt: 
TORETE (58) 
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— Ähnliche Beziehungen gelten für zwei Tensorflächen 
eNA ml edler =E 

für beliebige Konstante C hinsichtlich einer Kugel vom Radius |C]. 

144. Tangentialebene und Normale der Mittelpunktsflächen 
zweiter Ordnung. Die Gleichung jeder Mittelpunktsfläche zweiter 
Ordnung kann in der Form 

Tapar 
geschrieben werden, wo ® eine symmetrische Dyade ist. Schreitet 
man von einem Punkt r der Fläche zu einem Nachbarpunkt der 
Fläche um dr fort, so gilt die Gleichung 
dr-P-r+r-P-dr=0 
oder wegen der Symmetrie von ® 
dr-B.r—0. (59) 
Hieraus erhält man die Gleichung der Tangentialebene im 
Punkte r, wenn man dr durch einen endlichen Vektor $—r er- 
setzt, wo 3 der Ortsvektor eines Punktes der Tangentialebene ist: 
8—r)-d.r=0 
3-P-r—1. (59) 

In (59) hat der Vektor -r die Richtung der Normalen der 

Fläche, weil er auf sämtlichen Fortschreitungen dr senkrecht steht, 


die in der Fläche von einem Punkt ausgehen. Es ist also der Ein- 
heitsvektor N der Normalen 
N—=ob.r, (60) 
wo ọ ein Proportionalitätsfaktor ist. Um diesen zu bestimmen, 
multipliziert man (60) skalar mit r; es ergibt sich 
N-T=or-d-r 


oder 


oder 
e—N:t=pn. 
Hier ist p der Abstand der Tangentialebene vom Mittelpunkt. Folg- 
lich ist der Einheitsvektor der Normalen 
NE pOT. (60') 

145. Die reine Dehnung. Nimmt man die Hauptachsen der 
Tensorflächen zu Achsen des Koordinatensystems, so vereinfacht 
sich ihre Gleichung zu 


2F=ar? + by? + c2 = const. (61) 
Die Dyade selbst wird dann 
—aii + bjj + ctt. (61 
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Diese Form wird als Normalform der symmetrischen 
Dyade bezeichnet. Sie läßt sich als Produkt dreier sym- 
metrischer Dyaden von speziellerem Charakter in folgender Form 
schreiben: 
gE a RE a En er N 

dabei kann die Reihenfolge der Faktoren noch vertauscht werden. 

Jeder dieser Faktoren ist eine Dyade, die eine ganz spezielle 
Affinität, nämlich eine einfache Dehnung in Richtung einer 
der 3 Achsen vermittelt; so ist die durch die erste Dyade 

p = aiit jit tt 
vermittelte Abbildung 
Urap 
durch die Gleichungen 
man, Yı=Y, 25e 

gegeben; Ø, vermittelt eine einfache Dehnung in Richtung der 
x-Achse. Der Maßstab der Dehnung ist a; er kann positiv oder 
negativ sein; im letzteren Fall ist die Dehnung mit einer 
Spiegelung an der %z-Ebene verbunden. Das Wort Deh- 
nung ist also in einem etwas allgemeineren Sinn verwendet, als 
dem gewöhnlichen Gebrauch entspricht, der den Maßstab der Deh- 
nung positiv voraussetzt. 

Die durch die allgemeine symmetrische Dyade ® (61’) vermittelte 


Affinität > 


setzt sich aus drei einfachen Dehnungen in drei zu- 
einander senkrechten Richtungen zusammen, deren 
Reihenfolge ohne Einfluß auf das Ergebnis der Abbildung ist; in 
Koordinaten läßt sich diese Abbildung durch die 3 Gleichungen 
all, el, le 
geben. Auch eine derartige zusammengesetzte Dehnung wird noch 
als reine Dehnung bezeichnet ebenso wie jede der einfachen 
Dehnungen, aus dem sie zusammengesetzt ist und die ihre 
Hauptdehnungen heißen. 
Die inverse Abbildung 


Bro 
oder ; - ; 
x A ie y A Fe 2 
Zr Y= 7) Be 
wird durch die Dyade 
ze ze! c2 
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vermittelt. Die Gleichung der zugehörigen reziproken Ten- 
sorflächen ist 


Fe ET Zn a 
tep- hors z 5 — -= const. (62°) 
146. Das Maßellipsoid. Die Einheitskugel 
v1 


wird durch die lineare Vektorfunktion 
Ve, Veoh 
wo ® wieder eine symmetrische Dyade bedeutet, in ein Ellipsoid 
v Pl. DN)—1 
ven il (63a) 
übergeführt. Nimmt man die Dyade ® in der Normalform (61’) 
p= aii + bjj + ctt 
an, so wird die Gleichung des Ellipsoids 
æ y° z? 
AE Ea 
Das Ellipsoid geht aus der Einheitskugel durch eine reine 
Dehnung hervor, deren Hauptdehnungen die Maßstäbe a, b, c 
besitzen. Aus seinen Halbachsen a, b, c kann das Ellipsoid und 
seine punktweise Zuordnung zur Einheitskugel durch eine Kon- 
struktion erhalten werden, die eine räumliche Verallgemeinerung 
der bekannten Konstruktion der Ellipse mittels der Kreise über 
den Achsen als Durchmesser ist. Die den Radien r der Einheits- 
kugel zugeordneten Ortsvektoren r’ des Ellipsoids können als 
Maßstäbe der Abbildungen beliebiger Vektoren r in r’ betrach- 
tet werden. Deswegen soll das Ellipsoid (63a) als Maßellip- 
soid der Dehnung 


oder 


r—= T. p 
bezeichnet werden. 
Die inverse Dehnung 
i tep 
führt die Einheitskugel A 
or] 
in das reziproke Maßellipsoid 
| (63h) 
oder 
a au a | 
über. 


Das reziproke Maßellipsoid (63b) kann als eine zur Dyade ®° 
gehörige Tensorfläche aufgefaßt werden und das Maßellipsoid 
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(63a) als zugehörige reziproke Tensorfläche. Infolgedessen be- 
steht zwischen dem Paar von Maßellipsoiden die geometrische Be- 
ziehung, die für Paare von Tensorflächen charakteristisch ist. 
147. Eine Beziehung zwischen Einheitskugel und Maßellipsoid. 
Einem Punkt r, der Einheitskugel ist auf dem Maßellipsoid ein Punkt 


ed 
1 


zugeordnet. Der Einheitsvektor der Normalen des Maßellipsoids 
im Punkt D ist nach (60°) 
4g N= pP r. 
$ p, bedeutet den Abstand 
der Tangentialebene des 
Maßellipsoids im Punkt 
t vom Mittelpunkt. 
Nun wird ein zweiter 
Punkt der Einheitskugel 
ins Auge gefaßt, dessen 
Örtsvektor t der Nor- 
malen NR, parallel ist 
(Fig. 64): 
t= N. 
Der Ortsvektor des zu- 
gehörigen Punktes r’ des 
Maßellipsoids ist 
t= NR, P pP. is 


Fig. 64. 


oder ; 
Ey ne 


Also ist r’ dem ersten Ortsvektor parallel und sein Betrag ist 
De (64) 
Somit ordnet die Dyade Ø jedem Einheitsvektor f 
einen Vektor r zu, dessen Betrag gleich dem Mittel- 


punktsabstand derjenigen Tangentialebene des Maß- 
ellipsoidsist,dieaufrsenkrechtsteht. 


§ 3. Drehung des Raumes. 


148. Der Versor als Operator der Drehung. Durch eine lineare 


Vektorfunktion 
vr, mr (65) 
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wo ® jetzt eine beliebige vollständige, nicht notwendig sym- 
metrische Dyade bezeichnet, wird die Einheitskugel 

rer=i1 
ebenfalls in ein Ellipsoid, das Maßellipsoid der durch ® ver- 
mittelten Affinität, übergeführt, dessen Gleichung zunächst in der 
pe ai (66) 
erscheint. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist bei Einführung von Koor- 
dinaten sicher eine homogene quadratische Form zweiten Grades. 
Da die Vektorfunktion (65) jedem endlichen r ein endliches r’ zu- 
ordnet, kann die durch (66) dargestellte Fläche nur ein Ellipsoid 
sein. 

Zur Umformung der Gleichung (66) sind einige Überlegungen 
über das Rechnen mit konjugierten Dyaden not- 
wendig. 

Sind © und Y zwei vollständige Dyaden, so berechnet sich die 
konjugierte ihres Produkts /I=®-WY nach der Formel: 


HI=W.®, 
Denn die beiden Dyaden ®-Y und Y-® unterscheiden sich (nach 
Ausführung der skalaren Multiplikation) nur durch die Reihen- 
folge der Faktoren in den dyadischen Produkten; sie sind also kon- 
jugiert. 
Speziell ist hiernach Per: 

o.d-1=], 
also ist nach der Definition der reziproken Dyade (15) 

= (H-, (67) 
wofür man unter Weglassung der Klammer ®-! setzen kann. 

Jetzt kann (66) unter Anwendung des assoziativen Gesetzes in 


die Form = 
t.p-1.p-!i. rt = 1 (68) 


oder 

UUN r= 
gesetzt werden, wenn zur Abkürzung für -!.-!— X geschrieben 
wird. 

Die lineare Vektorfunktion (65) führt jedes Dreibein von auf- 
einander senkrechten Halbmessern der Kugel in ein Tripel konju- 
gierter Halbmesser des Maßellipsoids über. Als charakterisierende 
Eigenschaft eines Tripels konjugierter Halbmesser ist dabei die 
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aufzufassen, daß die Tangentialebene im Endpunkt eines jeden von 
ihnen der Ebene der beiden anderen parallel ist. Diese Eigenschaft 
bleibt bei jeder affinen Abbildung erhalten. 

Die Achsen des Ellipsoids können ebenfalls nur aus drei zuein- 
ander senkrechten Durchmessern der Kugel hervorgegangen sein. 
Es gibt also bei jeder Abbildung durch eine lineare 
Vektorfunktion drei zueinander senkrechte 
Richtungen, die in drei zueinander senkrechte 
Riehtungen übergehen. 

Daraus ergibt sich, daß jede vollständige Dyadeindie 
Normalform: 

d=aii-+bjj+ckf (69) 
gesetzt werden kann, wo i, j, E und ï, j, F zwei Dreibeine und 
a, b, c reelle Konstante sind. Die lineare Vektorfunktion 


ro 


läßt den Einheitsvektoren i, j, £ die zueinander senkrechten Vek- 
toren at’, bj‘, cë entsprechen. 

Die Normalform (69) kann in zweierlei Weise zerspalten werden: 
Dee (ai Bit ckD-di + ji HER), 
b= (Gji + tE ai bjj + ett). 

2=ii+jj + tt (71) 
vermittelt eine reine Drehung. Durch die lineare Vektor- 
funktion !—=r-(il’+ jj + ff) wird das Dreibein i, j, {in das Drei- 
bein 1, j’, € übergeführt. Der andere Faktor von ® in (70) vermit- 
telt eine reine Dehnung, die vor oder nach der Drehung in Rich- 
tung derjenigen Achsen ausgeführt wird, deren Orthogonalität 
durch die affine Abbildung nicht zerstört wird. Die affine 
Abbildung ist damit in die Aufeinanderfolge 
einer reinen Dehnung und einer reinen Drehung 
zemei 

Jede Dyade, welche eine reine Drehung vermittelt, heißt V er- 
sor. Die in (71) angeschriebene Form der Dyade Q wird als N or- 
malform des Versors bezeichnet. 

Jeder Versor 2 vermittelt zwei verschiedene Drehungen durch 
die linearen Vektorfunktionen 

=tr.2 


(70) 
Die Dyade 


und 
ve Moreno, 
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Dabei ist zu bemerken, daß 
2.2=I oder 2=Q-1 (72) 
ist, daß also die zweite Drehung die erste rückgängig macht. 

149. Aufstellung eines Versors. Um den Versor 2 vollständig 
aufzustellen, der das Dreibein i, j, f in das Dreibein i’, j’, # über- 
führt, hat man in (71) t, j, f mittels der 9 Richtungskosinus oder 
unter Einführung der Eulerschen Winkel (Ziff. 11) durch i, j, É 
auszudrücken. 

Für die Anwendungen wichtiger ist die Aufstellung eines Ver- 
sors, der zu einer Drehung mit vorgegebener Drehachse und vor- 
gegebenem Drehwinkel g gehört. Die Drehachse sei zunächst die 
z-Achse des Koordinatensystems. Dann wird das Dreibein i, į, f 
in ein Dreibein t, j’, f übergeführt, das durch die Transformations- 


formeln —ie0sg-+ jsing: (73) 


—ising + ]c0sg; 


ť 
j 
f=f 


bestimmt ist. Fu 
Schreibt man die lineare Vektorfunktion, welche die Drehung 
vermittelt, in der Form 
el (74) 
in der der Versor Q als zweiter Faktor auftritt, so wird: 
iii at 
2= (ii +ij) cosg + (ij — ii)sin g + ff. (75) 
In dieser Formel ist f der Einheitsvektor der Dreh- 
achse, während i und j bis zu einem gewissen Grad willkürlich 
sind. Durch eine einfache Umformung kann man i und j elimi- 
nieren. Führt man die Dyade / in der Form 


JT=üi+ji+H 


nach (73) 


ein und bemerkt, daß 
IxJ/=efx(it-j+M 


=ji— ij 
ist, so nimmt der Versor die Form 
QO = (I — fÐ cosg — (x I) sin q + tt (76) 


an. 

Der Versor Q ist jetzt eindeutig bestimmt durch 
den Einheitsvektorfder Drehachse und den Dreh- 
winkel g, der positiv oder negativ sein kann. Der Einheits- 
vektor f, in dessen Richtung zunächst die z-Achse des Koordi- 
natensystems gelegt war, ist ein beliebiger Einheitsvektor des 
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Raumes; die Beziehung zu einem Koordinatensystem ist in (76) 
verschwunden. 

Der Ortsvektor r’, der durch die Drehung aus einem Ortsvektor r 
hervorgeht, wird dann, ausführlich geschrieben: 


t= t- [(7— tÉ) cosg -— (E X T) sin q + tf]. (T7) 


Hierfür kann man eine geometrische Deutung angeben. Führt man 
nämlich die skalare Multiplikation aus, so zerfällt r’ in drei Kom- 
ponenten: 

t. (I — tÊ cos qg = (r — r- IÉ) cosg, 

— E00 snae e X nag X sing. 

r-t. 


Die Komponente r-ff fällt in die Drehachse, ihr Betrag ist 
gleich der Projektion von r auf f (Fig. 65). 

Der Vektor tr —-r-ff liegt in der 
Ebene (r, É und steht senkrecht auf É. 

Der Vektor ÉX r steht auf beiden 
senkrecht. 

Diebeiden letzten Vektoren haben den- 
selben Betrag r sin (t, Ý; das ist der Ra- 
dius des Kreises, den die Spitze des Orts- 
vektors r bei der Drehung beschreibt. 
Die Komponenten (r — r-ff) cosqg und 
ÉX rsing geben also die Zerlegung der- 
jenigen Komponente von r’, die in die 
Ebene des Kreises fällt, während die in 
die Achse fallende Komponente von r’ dieselbe ist wie die Kom- 
ponente r-ff von r. 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Drehung um g=n, die 
Umklappung. Die Dyade Y. die die Umklappung vermittelt, 
geht durch Spezialisierung aus (76) hervor: 

Y—=23ft— T. (78) 
Sie ist nicht nur mit ihrer konjugierten Dyade 7, sondern auch 
mit ihrer reziproken #1 identisch. Infolgedessen sind die beiden 


Vektorfunktionen r-Y und ¥-r identisch. Die Umklappung 
ist eine involutorische Transformation. 


Fig. 65. 


150. Zusammensetzung zweier Umklappungen. Zwei Umklap- 
pungen um zwei sich schneidende Achsen mit den Einheitsvek- 
toren a und b werden durch die Dyaden: 


wwWw.rcin.ol 
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Y = 20a — Í; 

ya (79) 
v—2hb— 
vermittelt. 2 Mb 


Klappt man zuerst um a,dann um b um, so resultiert eineDrehung 
um eine Achse, die auf a und b senkrecht steht. Die Richtung der 
Drehung ist dieselbe wie die der Drehung von a nach b; der Dreh- 


winkel q ist doppelt so groß wie der Winkel (a, b), der also mit $ 
zu bezeichnen ist. 


Die lineare Vektorfunktion, die die aus den beiden Umklappun- 
gen zusammengesetzte Drehung vermittelt, ist 


r=r PY, (80) 
oder 3 
EI OR 
wenn $ 
Q = F e P= (aa — I). (2bb — I) (81) 


gesetzt ist. 

Zwei Einheitsvektoren a und b bestimmen die Achsen zweier 
Umklappungen und damit eindeutig einen Versor, wenn die Reihen- 
folge der Umklappungen festgesetzt ist. Andrerseits sind, wenn 
ein Versor gegeben ist, a und b nicht eindeutig bestimmt, weil die 
Drehung auf unendlich viele Weisen aus zwei Umklappungen auf- 
gebaut werden kann. 


151. Vektor der Drehung. Wenn a und b gegeben sind, kann 
man daraus einen Vektor w ableiten, der den Versor Q eindeutig 
bestimmt und als Vektorder Drehung bezeichnet werden soll. 

Es ist i 

a.b = cos 4, 
i # (82) 
a x i= fen D 
wenn, wie früher, E den Einheitsvektor der Drehachse bedeutet. 
Dann ist 
axb 


q 


ein Vektor, der die Drehung eindeutig bestimmt (während der 


oben bereits aufgetretene Vektor a X b = Ísin z zwei Drehwinkel 
bestimmen würde). 

Der Vektor w läßt sich mit Hilfe der beiden In- 
varianten 2y und 2x von Q ausdrücken. Eine derartige 
Darstellung ist deswegen von Wichtigkeit, weil sie den Vektor ıw 
auch dann liefert, wenn der Versor in einer anderen Form als durch 
zwei Umklappungen gegeben ist. 


Lagally, Vektorreehnung. 14 
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Aus (81) folgt: 
2=4naa:-bb—-20aa—2bb +1, 


Qr—= 4 (a. b) — 2 —2-+3=4l(a-b)’—1 
Q= 4a b)a Xb. 


also ist 
und 
Mithin wird 


Hasen I e 


en ven, 


Diese Formel läßt sich leicht verifizieren, wenn der Versor in 
der Form (75) gegeben ist. 
Es soll jetzt der Vektor w der Drehung, der den Versor Q ein- 
deutig bestimmt, in (76) 
2=(I— fd cosg — (ÉX I) sing + Ét 
eingeführt werden. Zu diesem Zweck wird abkürzend: 


tg S =w; w=uf 


gesetzt. Dann wird: 


ing cos PR a, 
mithin: 1+w” Fua’ 
as ET (THa — w) XI wH Hw]. 


Eine einfache Umformung ergibt: 
Qom: mI +2ww—2wxT, 
1+m-.mw 

Damit ist der Versor 2 allein durch den Vektor w der 
Drehung ausgedrückt. 

152. Cayleysche Formeln. Wenn man den Vektor w auf ein 
Dreibein i,j, f bezieht und in der Form 

w=aitbj+ct 

einführt, so gibt die Transformation 


(85) 


=t’ Q 


die durch den Versor 2 vermittelt wird, beim Übergang zu Ko- 
ordinaten die berühmten Cayleyschen Formeln. 

Bringt man den Nenner von (85) auf die linke Seite, so wird 
a++ eR 

E erg 

+2fe it bjj tetttabij+tjdtacit ti + beit + ti) 

=A e Dale 1) 

= (1 + a@?— b — eii + 2(ab + oij + 2(ae —b)it 

+2(ab— dji + A —a+ bd — Nji-+2(be-+ajit 

+ 2(ac + bti + 2(be— atj +1 — a?— b? + c°) tt. 


§ 3. Drehung des Raumes. 211 


In Koordinaten ergeben sich hieraus die Transformationsformeln 
für die Drehung: (86) 


ae + AL =A Hebt e)x+2(ab— cy- 2lac+b)z; 
(+++ ey = 2lab -4 ce)x + 0 — aetb ey + 2be— ae; 
aHa e= lae — brt (be +ajy + (1 —a— byez. 


x’, y', z' sind linear durch z, y, z dargestellt mit Koeffizienten, die 
rationale Funktionen dreier Parameter sind. 

153. Zusammensetzung zweier Drehungen. Durch Zusammen- 
setzung zweier Drehungen (um zwei durch denselben Punkt 
gehende Achsen) entsteht eine neue Drehung (a) 

(um eine durch denselben Punkt gehende 
Achse). 
Wird die erste Drehung durch die lineare 


Vektorfunktion 
Ve 0 


die zweite durch 
= re Q, 
vermittelt, wo 2, und Q, zwei Versoren be- 
deuten, so wird die resultierende Drehung a 
durch 
v=r9-Q, 
gegeben. Der Versor der resultierenden (%9) 


Drehung O OA (87) Fig. 66. 


und damit die resultierende Drehung selbst hängt von 
der Reihenfolge ab, in der die beiden ursprüng- 
lichen Drehungen aufeinander folgen. 

Um den Versor Q der resultierenden Drehung zu berechnen, ist 
es nicht günstig, 2, und Q, nach (76) oder (85) mittels der zu- 
gehörigen Vektoren der Drehung aufzustellen; vielmehr empfiehlt 
sich ein Aufbau jeder Drehung aus zwei passend gewählten Um- 
klappungen (Fig. 66). 

Jede Drehung läßt sich aus zwei Umklappungen aufbauen, deren 
Achsen den halben Winkel der Drehung einschließen und in der 
Ebene senkrecht zur Drehachse durch den Anfangspunkt liegen, 
in dieser aber nicht weiter festgelegt sind. Will man zwei Drehun- 
gen zusammensetzen, so kann man zunächst jede von ihnen derart 
in zwei Umklappungen zerlegen, daß die Umklappung um 
dasgemeinsame Lot auf beiden Drehachsen in der Zerlegung 

14* 
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jeder der beiden Drehungen vorkommt. Man setzt die Versoren 2, 
und 2, der beiden Drehungen in die Form 


Q = Wa Pr, Q, = > (88) 


wo Y, die Umklappung um das gemeinsame Lot b bedeutet; die 
Achsen a und c der beiden Umklappungen Y, und We sind damit 
bestimmt. 

Der bei der Multiplikation zweier Versoren 2, und Q, entstehende 
Versor 


Vs, 
wird dann, da 
Nil 
ist, 
Oc Y Pe. (88°) 


Die durch Zusammensetzung der beiden Drehungen entstehende 
Drehung erscheint selbst aus den beiden Umklappungen Ya und Ye 
aufgebaut. — 

154. Konstruktion der resultierenden Drehung. Es gibt Kon- 
struktionen auf der Einheitskugel, die die resultierende Drehung 
finden lassen. 

In dem sphärischen Dreieck, das durch die Endpunkte der Vek- 
toren a, b, c bestimmt ist, sind die Längen der drei Seiten (Fig. 67) 

(a,b) =, 6,)=%, (,g=7 


93 


wenn Qis Qa, 9 die zu den Versoren Q, Q, Q gehörigen Dreh- 
winkel sind. Wenn man auf der Kugel durch eine Verschiebung 
auf einem größten Kreis nach Betrag 
und Richtungssinn einen gerichte- 
ten Bogen definiert, so kann man die 
Seite (a, c) als eine geometrische, nicht 
6% kommutative Summe der Seiten (a, b) 
und (b, c) auffassen. Repräsentiert man 
T eine endliche Drehung durch einen ge- 
Fig. 67. richteten Bogen, der in dem auf der 
Drehachse senkrechten größten Kreis 
liegt, dessen Richtungssinn mit dem Richtungssinn der Drehachse 
eine Rechtsschraube bildet und dessen Betrag gleich dem Betrag 
des halben Drehwinkels ist, so ist (a, c) das Bild derjenigen 
Drehung, die durch Aufeinanderfolge der durch (a, b) 
und (b, c) dargestellten Drehungen entsteht. 


(£) 


(ar) 
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Kehrt man den Richtungssinn der Seite (a,c) um, setzt also 
z — =j so repräsentieren die gerichteten Bogen (a, b), (b, c) und 
(c, a) drei Drehungen, deren Aufeinanderfolge die Identität ergibt. 

Die zugehörigen Drehachsen bestimmen das Polardreieck des 


Dreiecks (a, b, c). Seine Außenwinkel sind 4, £ 2. Also ergibt 


22999 
die Aufeinanderfulge dreier Drehungen, deren Achsen durch die 
Ecken eines sphärischen Dreiecks gehen, um die doppelten Außen- 
winkel die Identität. Die Drehungen um die doppelten Außen- 
winkel können auch durch Drehungen um die doppelten Dreiecks- 
winkel selbst mit entgegengesetztem Drehsinn ersetzt werden. 


155. Der Vektor der resultierenden Drehung. Da die Zusam- 
imensetzung zweier Drehungen nach Ziff. 153 nicht kommutativ ist, 
kann es auf keine Weise möglich sein, jeder Drehung einen Vektor 
so zuzuordnen, daß der resultierenden Drehung die Summe der 
den ursprünglichen Drehungen zugeordneten. Vektoren zuzuordnen 
wäre. So gilt insbesondere für die Ziff. 151 definierten Vek- 
toren der Drehung ein weniger einfaches Gesetz der Zu- 
sammensetzung, das in Kürze abgeleitet werden soll. 

Die zu den Versoren: 2,2 und Q = 12, Q, gehörigen Vektoren 
der Drehung sollen mit w,, W., iv bezeichnet werden; wegen des 
Aufbaus der drei Drehungen aus je zwei Umklappungen um zwei 
durch die Einheitsvektoren a, b, c bestimmte Richtungen ist nach (83) 

et mE, me, 
= Sc arC 

Um eine Beziehung zwischen w,, tw, und w herzustellen, soll zu- 
erst ein auf w, und tw, senkrechter, also in Richtung von b fal- 
lender Vektor [vgl. Ziff. 22] 


EI a o x O= aa 
in Komponenten in Richtung von w,. w,, w zerlegt werden. Hierzu 
setzt man mit unbestimmten Koeffizienten P, q, r: 


(aX bX OX )d=paXb+q OXY +raXx e) 


und bestimmt p, q,r durch skalare Multiplikation dieser Gleichung 
mit a, b, c: Denen 
damit wird 


axXDXBEXHO=b-.claxX Ha bEX -aXc 
oder . 


wX =m m Mg. 
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Hier stört noch der Koeffizient von w; er läßt sich durch das 
skalare Produkt von iv, und w, ausdrücken. Es ist nämlich 
_(axb).(bxe) 


aat g 
wi a-bb-c =a a-bb-c' 


w, X m = m, + m, + (mm, — 1)w. 
Damit ist der Vektor w der resultierenden Dre- 


hung durch die Vektoren w, und w, der ursprüng- 
lichen Drehungen ausgedrückt; also: 


also: 


_ Ww,- m— mx m 
1 — m, m, 


(89) 


§ 4. Invarianten einer Dyade. 
156. Dritter Skalar. Als erster Skalar einer Dyade 
=£ u wii 
wurde die in den Maßzahlen von ® lineare skalare Invariante 
P= A tp ia ip = ly F aoo T 4; 
bezeichnet und (Ziff.139) untersucht. Neben ihr gibt es noch eine 
Anzahl weiterer voneinander unabhängiger Invarianten, die von 
höherem als erstem Grad sind. 
Zu einer Invariante dritten Grades, dem dritten Skalar m, 
kommt man durch eine geometrische Betrachtung. Eine affine Ab- 


bildung DR 


ordnet einem Parallelepiped, dessen Kanten drei beliebige Vektoren 
u,b,m sind, ein Parallelepiped mit den Kanten: 

v=u-P. vV=r-Pd, wWon-P 
zu. Dann ist der Quotient aus dem Volumen V’ des transformierten 
und dem Volumen V des ursprünglichen Parallelepipeds unab- 
hängig von der Wahl des ursprünglichen Parallelepipeds. 

Dieser Satz gilt ohne weiteres für die einfache Dehnung und für 
die aus einfachen Dehnungen zusammengesetzte reine Dehnung; 
außerdem für die reine Drehung, da bei der Drehung jedes Vo- 
lumen ungeändert bleibt. Da sich jede Affinität aus einer reinen 
Dehnung und einer Drehung zusammensetzen läßt, gilt er allgemein. 

Der Quotient der beiden Volumina V’ und V hängt 
also nur von der verwendeten affinen Abbildung oder von der sie 
vernittelnden Dyade ® ab; er ist eine Invariante von ®. 

Nimmt man ® in der Normalform 


P= ai bjj + ctt. (90) 
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so läßt sich der Quotient der beiden Volumina bei geeigneter Wahl 
von u,b, iv leicht berechnen. Setzt man 
el bei, W=ih 
so sind die entsprechenden Vektoren 
Em e= =S Wendel 
Der Quotient der beiden Volumina ist 
abe = abe. 
Er ist eine Invariante 3. Grades in den Maßzahlen von ® und wird 
als dritter Skalar m von ® bezeichnet: 


u= et (91) 
Für die Normalforn. (90) von ® wird 
Din abc. (92) 


Ist die Dyade ® in der neungliedrigen Form gegeben: 
p —a ii + aali + agit 
+ apii + ali + tagit 
+ ag ti + aza tj + all 
und setzt man wieder 
uci Oe Neil 


so wird 7 : ; 
MS E a Halle pli 


D'=— p- — aa Í + aaa] + tgl; 
w = mw. P — lo l F azal + agat. 


Dann ist wegen V =1: 
Pm V’=[uv'w’) 
oder (Ziff. 19) i 
Qr Qi As 
D= |da Maa Aag" (93) 
gı Qgo Asz 
Diese Determinante ist schon wiederholt aufgetreten. Ziff. 27 
wurde bemerkt, daß sie für ausgeartete Affinitäten verschwindet. 
Da eine ausgeartete (planare oder lineare) Dyade jedem Vo- 
lumen PF ein verschwindendes Volumen V’ zuordnet, ist das 
Verschwinden von m für ausgeartete Dyaden cha- 
rakteristisch. 
Infolgedessen verschwindet der dritte Skalar für 
jede antisymmetrische Dyade D”: 


Pim= 0. (94) 
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Noch einige Sätze verdienen bemerkt zu werden: 
Der dritte Skalar eines Versors 


O= titt 
Om. (95) 


ist Eins nach (92) 


Diese Gleichung ist der Ausdruck der oben erwähnten Volumtreue 
der Drehung. 
Bildet man das skalare Produkt zweier Dyaden [Ziff. 135 (8)] 


DEN NT, 
so läßt sich die Gleichung (9) jetzt in die Form 


Bir Pın= Xnr 
oder 
(D. Pin Pm Pi (96) 
setzen. 


Endlich kann man den dritten Skalar Pm der konjugierten 
Dyade ® bilden, indem man in der Determinante (93) die ersten 
und zweiten Indizes vertauscht; dann werden Zeilen und Spalten 
vertauscht, der Wert der Determinante aber nicht geändert. Folg- 
lich ist 

Pum= Pr- (97) 


157. Zweiter Skalar. Um zu einer weiteren Invariante von ® 
zu gelangen, bilden wir zunächst den ersten Skalar der zu ® rezi- 
proken Dyade (14) 

Bi A R EN 
® ist als vollständige Dyade vorausgesetzt. 

ão bedeutet wie früher den reduzierten Minor von a,, in Pm. 
Bezeichnen wir den Minor von ase selbst mit Aos, so ist 


Dann wird der erste Skalar von ®-1 â 
s x $ 1 
(S-i = at dat iz = Pm (Aut Aso + 43). 


Die so gefundene Invariante ist vom (—1)ten Grad; aus ihr läßt 
sich durch Multiplikation mit Pin eine Invariante zweiten 
Grades erhalten, die als zweiter Skalar Ø von ® bezeichnet 
wird: 


r= Pin D= Ar, SF dle SF As . (98) 
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Du ist die Summe der Diagonalminoren von Pin; ausführlich ge- 


schrieben wird 


an a a 
va 23 J1 
Pı= => 


dza Mza azı Ass 


Aig | Qi a, 2 r 
dp 98) 
|%2ı gg i 
oder 


Dir = l1 lgo F Aaz + M1 Agg — Ara llor — lag lga — Ayyligı. (987) 
Bei Vertauschung der ersten und zweiten Indizes ändert sich die 


rechte Seite von (98') nicht; damit ist auch der zweite Skalar By der 
konjugierten Dyade p gefunden: 


Du — Pr. (99) 


158. Neue Herleitung des zweiten Skalars. Bei der Ableitung 
des Ausdrucks (98) für Pır ist vorausgesetzt, daß P eine vollstän- 
dige Dyade ist, also Øm nicht verschwindet. Der Ausdruck Pı 
hat aber auch für ausgeartete Dyaden einen bestimmten endlichen 
Wert, dessen Invariantencharakter sich nachweisen läßt. 

Hierzu bildet man den dritten Skalar der Dyade P — A1, wo å 
einen Parameter bedeutet, und entwickelt ihn nach Potenzen von 4: 


a1 As dis | (100) 
(B—ID)m= |4,, Ag — Å zs I Du +2 D}. 
Ay llag dag ~ À| 


Da die linke Seite für jeden Wert von å eine Invariante ist, müssen 
die Koeffizienten der kubischen Form auf der rechten Seite: 2, 
Pi, Pin Invarianten sein. 

Dr, Dir, Din stimmen mit den früher so bezeichneten Größen (31a), 
(98), (93) überein. 

159. Verwendung des Vektors ©, zur Bildung skalarer In- 
varianten. Da der Vektor x eine vektorielle Invariante der 
Dyade 2 ist, erhält man eine skalare Invariante, wenn man seinen 
Betrag | x| oder besser das skalare Produkt Øx. Px bildet. Nach 
(31b) ist 

Di Da (Qa — U)’ + (log — lga) + (Arg — Ar). (101) 


Weitere skalare Invarianten ergeben sich, wenn man die Dyade ® 
selbst oder eine Potenz ®” von P zweimal nacheinander mit Vek- 
toren Øx skalar multipliziert; solche Invarianten sind 

DB. Dx, Be DeD, Dye Dre Pa. 
Unter ihnen wird nur eine beschränkte Zahl voneinander unab- 
hängig sein. [Vgl. Ziff. 160.] 
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Die so gefundenen Invarianten können zur Bildung der zweiten 
und dritten Skalare des symmetrischen Teils # und antisymme- 
trischen Teils ©" einer Dyade ® Verwendung finden. Ist ® wie 
bisher in der Neunerform gegeben, so folgen aus den in (29) ange- 
gebenen Ausdrücken für ® und ®” die beiden zweiten Skalare 


Di a1 lza F laa Aga F A11 aa 


1 1 è 1 
— 7 (Ce F aa) At lge) (at 8a)”; 

„ 1 g 1 z 1 
des 4 (aia — ay)? + 4 (dos — a32) t 4 (aig — Ayı)?. 


Zieht man noch den Ausdruck (98”) für Žr heran, so erkennt man 


Pu Pi + Pi. (102) 
Ferner folgt nach (101): 
i=} Px Dx, (103a) 
folglich ist: 
Pu Pr— = Dx Bx. (103b) 


In ähnlicher Weise kann der dritte Skalar einer Dyade ® mit 
dem dritten Skalar ihres symmetrischen Teiles ® in Beziehung 
gesetzt werden. Um die Rechnung in einfacher Weise zu führen, 
denken wir uns die Achsen des Koordinatensystems in die Haupt- 
achsen der Tensorflächen von ®’ gelegt. Dann erscheint 2’ in der 


Normalform Dich 
und 2 selbst in der Form 

dS=ai+bii +cHt + dt HH) nid +nlj—ii). (10% 
Dann sind die dritten Skalare: 


Piu= abe: 
Ha n —m 
=| —n b l =—abe + (PCa + m*b + n?o). (105) 
m —l c 


Weiter ist ; ; 

p= 2 (li + mj + nd. 
Man bemerkt, daß sich Pin und Pirm um ein Polynom unterschei- 
den, das in den Maßzahlen von %Ø' linear, in denen von ®x vom 
zweiten Grad ist. Um dieses Polynom in eine invariante Form zu 
bringen, berechnen wir versuchsweise Øx. D. Øx: 


Px P- P= 4(la+ mb + n?o). 
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Mithin ist 
r 1 r 
Gim taa Pye D'e Px. 


In dem letzten Summand kann ®' durch ® ersetzt werden, da 
nach (42) 


p". Px == 0 
ist; also gilt die Beziehung: 
Pin Pın— 4 Px Pb. (106a) 


Der Vollständigkeit halber mag man sich erinnern, daß der 
dritte Skalar der ausgearteten Dyade ®” Null ist, also 
nl. (106b) 
160. Vollständiges System von Invarianten. Nimmt man wieder 
eine symmetrische Dyade ®’ in der Normalform an: 
P—aii+bjj+ckt, 
so werden ihre drei Skalare 
B=a+tlb+te, 
Pr=ab + bep ae, (107) 
Dun abe. 
Sind die drei Skalare gegeben, so kann man aus ihnen die drei 
Hauptdehnungen a, b, c als Wurzeln einer kubischen Gleichung 
berechnen; damit ist ?’ bis auf eine Drehung bestimmt. 
Ist ® eine nieht symmetrische Dyade (104) 
P=ati+bji tet TE tj mi —d+nlii—ji), 
so kann man die drei Skalare ihres symmetrischen Teiles ® nach 
(35a), (103b), (106a) aus Pi, Dir, Pin, Px und ® selbst aufbauen: 
i= Di; 
r 1 
Mm O a (108) 
Pu= Pn — 4 Py: D. Du. 


Die Kenntnis von Pr, Pir, Pin genügt nach obigem zur Berechnung 
von a, b, c, während man l, m, n aus ®x entnehmen kann. 

Mit den 5 Invarianten Br, Pn, Pim, Px. Dx, Px P. Bx, die beim 
Aufbau von Pi, Din, Pin auftreten, ist aber die Anzahl der unab- 
hängigen skalaren Invarianten von ® noch nicht erschöpft. Es gibt 
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vielmehr noch eine sechste Invariante, für die etwa Px. P? Øy ge- 
wählt werden kann. Die drei Gleichungen 


Du Px =+ m+ n’; 
OLAN = Pa + m?b + n?e; (109) 
a Bx DE. D= 12a? + mb? n?e? 


liefern, wenn die links stehenden Invarianten gegeben sind, die 
Werte /, m, n, die den antisymmetrischen Teil der Dyade 2, be- 
zogen auf das System der Hauptachsen bestimmen, bis auf die Vor- 
zeichen. Damit ist die Dyade ® bis auf eine Drehung 
bestimmt, wenn auch nicht eindeutig. 

Die angeführten 6 Invarianten bilden ein vollständiges 
System. Jede weitere Invariante von läßt sich nach 
Elimination von a, b,c, lm, n mittels dieser 6 Invarian- 
ten darstellen. 

161. Doppeltskalares Produkt zweier Dyaden. Für die Bil- 
dung weiterer skalarer invarianter Ausdrücke ist das Ziff. 37 
durch die Definitionsgleichung 

8. (rt-P)—=3r--P—p-- 8r 

eingeführte doppeltskalare Produkt brauchbar. Da in Verbindung 
mit der Addition nach Ziff. 37 das distributive Gesetz gilt, ist auch 
das doppeltskalare Produkt zweier Dyaden ?--Y ein eindeutig 
definierter skalarer Ausdruck. Führt man die beiden Multiplikatio- 
nen nacheinander aus, so erkennt man, daß das doppeltskalare 
Produkt P»- ¥ die erste Invariante der Dyade P- Y ist; also 

ORES (PRP. (110) 

Bei der Bildung des doppeltskalaren Produktes liefern, wenn 
p und Y auf dasselbe Dreibein bezogen sind, nur diejenigen Paare 
von Komponenten von ® und Y einen Beitrag, die die nämlichen 
Grundvektoren in umgekehrter Reihenfolge enthalten; so sind ij --j1 
oder ff--ff von Null verschieden. 

Daraus folgt, daß das doppeltskalare Produkt aus einer symmetri- 
schen Dyade P und einer antisymmetrischen Dyade 7” verschwindet: 

PEPE (111) 
Denn wenn man 2’ auf das Dreibein in Richtung der Hauptachsen 
bezieht, treten in 2’ nur dyadische Produkte von gleichen Einheits- 
vektoren auf, während in 7" nur solche von ungleichen Einheits- 
vektoren vorkommen. 
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In ähnlicher Weise bestätigt man leicht durch Ausrechnen, daß 
das doppeltskalare Produkt zweier antisymmetrischer Dyaden ®” 
und ¥” folgenden Wert besitzt: 


DW be W- (112) 
Es ist nämlich nach (110), (43 b) und dem Vertauschungssatz 
p". a; (E (D". y" = — A (Px x a u 5 D.- Ya: 


162. Beispiel für die Reduktion einer Invariante. Jetzt kann 
die Aufgabe in Angriff genommen werden, das doppeltskalare 
Produkt einer Dyade ® mit sich selbst zu berechnen, d.h. auf die 
fundamentalen Invarianten von ® zurückzuführen. Zerlegt man ® 
in symmetrischen und antisymmetrischen Teil, so wird 

p.. p =(P + D). (DP + D) 
= Qp.. p + D. p” p.. P + p”. D”. 
Nach (110), (111), (112) ergibt sich hieraus 
D.. p= (P= (P — y Px Dx. (113) 
Zur Berechnung von (2%), soll 2’ in die Normalform 
P—ai + bjj + ctt 
gesetzt werden; dann ist 
p?—= aii + bijt ett 
(Ph =a eHe. 
Aus (107) ist jetzt ersichtlich, daß 
(Pr (Pi) — 28 (114) 
ist; mithin wird nach (113) 
(P= (Bit 2P — 5 Dx Dx. 
Mittels (108) kann man an Stelle von Pf und Pi die Invarianten von 
P selbst einführen; es ergibt sich 
p.p — (DPY = (DY — 2Pr. (115) 
Damit ist die Reduktion von ®--® oder (2°) auf die fundamentalen 
Invarianten von ® durchgeführt und im übrigen die Gültigkeit der 
für symmetrische Dyaden ziemlich trivialen Relation (114) für be- 
liebige Dyaden nachgewiesen. 


163. Identitäten. Mit Hilfe des doppeltskalaren Produktes läßt 
sich ein Ausdruck für die Divergenz eines Vektors d-® bilden, 


und 
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wenn b ein Feldvektor, ® eine konstante Dyade ist. Nach der 
Definition des doppeltskalaren Produktes ist 


EE E E T (116a) 
Ähnlich ist f r 
V-5.9=V-b-d)=(Vp)--®d. (116b) 


Etwas allgemeinere Formeln ergeben sich, wenn ® eine Felddyade 
ist, und sich die Differentiation auch auf ® erstreckt, dann wird 


V- (0-8)= (Vv) P+ (V -9)-v; 

V- (D-0) =(V-D)- v + (V9) D. 
Von Interesse ist ein spezieller Fall von (116b); ersetzt man v 
durch den Ortsvektor r, so kommt 


(117) 


4 eier Sul = 
V-B-r= Vr- D= I D= D. (118) 


Bei dieser Gelegenheit mag eine ähnliche Identität 


y 
V-D X t= — Px (119) 
Erwähnung finden, die allerdings mit den bisherigen Mitteln an- 
scheinend nicht in invarianter Form abgeleitet werden kann. Um 
sie zu beweisen, setzt man 


Y ach “u 
VDX t= Èl gr E lnu X Zi, 
e 


und bemerkt, daß jeder Summand des ersten Faktors bei der Dif- 
ferentiation nur auf den einen Summand des dritten Faktors 
Einfluß hat, für welchen o = ẹọ ist, während er bei der skalaren 
Multiplikation nur mit den Summanden des zweiten Faktors ver- 
bunden wird, für welche 4 = ọ ist. Also wird 


V-BX en i= — dx. 
164. Die drei Skalare einer Dyade als Quotienten je zweier 
Volumina. Wenn durch die affine Abbildung 
'= r- 
drei beliebigen Vektoren u, 0, w drei Vektoren 
TEGA A SA 


zugeordnet werden, läßt sich der dritte Skalar von ® nach (91) 


in die Form 


Dr = rm (120) 
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setzen. Ähnliche Ausdrücke gelten auch für den ersten und zwei- 
ten Skalar, und zwar ist 


o [u'o w] + [u v' w] + [ub w"], 


— lun] ; (121a) 
[uv'w'] + [u'o w'] + [u"v w] 
Pu = [uD] ar (121b) 


Jeder der drei Skalare erscheint dann als Quotient zweier Volumina. 
Die Formel (121a) läßt sich folgendermaßen beweisen: Die 
Dyade &, die die oben festgelegte Abbildung vermittelt, kann nach 
Ziff. 134 (4) in der Form 
= u*u = v*p' + m*m’ (122) 
angegeben werden, wo u”, b*, iv" die zu u, b, m reziproken Vek- 
toren sind: 
E el t DS re 
"Thom ? uw) = fuom] (123) 
Dann ist der erste Skalar von ® 
Þpi= u“ u + d*0+ m* m’; 
führt man hierin für u“, vd’, w* die Ausdrücke (123) ein, so ergibt 
sich (121a). 
Um die Formel (121b) zu beweisen, erinnert man sich, daß nach (98) 
Pu=Pn(d H 


ist. (DD geht aus Žr dadurch hervor, daß in (121a) u, b, w mit 
w, v, w vertauscht werden; also 
1, uw] Hu om] + [um], 
er [u’v’ m’) ? 
durch Multiplikation mit Pnr entsteht in der Tat der in (121b) für 
Pi angegebene Ausdruck. 
Die Gleichungen (121a), (121b), (120) gestatten die Berechnung 
der Invarianten einer Dyade, die in der Form 
p—aa*a + bb*b + cec*c (124) 
gegeben ist, wo a’, b’, c* das System der zu a, b, c reziproken Vek- 
toren bilden. Diese Dyade ordnet durch die lineare Vektorfunktion 
to 
den drei Vektoren a, b, c drei gleichgerichtete Vektoren aa, bb, cc 
zu. Mithin wird 


Da m b Sr C, 
Dı=be+actah, (125) 
Pm= abe. 
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Diese Darstellung der drei Skalare ist wichtig, weil, wie später 
(siehe Ziff. 167) bemerkt wird, jede Dyade (mit gewissen Ein- 
schränkungen) in die Form (124) gesetzt werden kann. 

165. Die duale Dyade. Da bei einer affinen Abbildung die Or- 
thogonalität zweier Richtungen im allgemeinen zerstört wird, 
geht die Ergänzung d X w der von zwei Vektoren v und iv gebil- 
deten Plangröße nicht in die Ergänzung p’X mw’ der von den Bild- 
vektoren v’ und iv’ gebildeten Plangröße über. Wenn also die 
lineare Vektorfunktion en; (126) 


r' 


den Vektoren r eines Raumes die Vektoren r’ eines Bildraumes 
zuordnet, so ordnet diese lineare Vektorfunktion den (durch ihre 
Ergänzung gegebenen) Plangrößen des ersten Raumes nicht die 
Plangrößen des zweiten zu. Es gibt indessen eine andere lineare 
Vektorfunktion, die diese Zuordnung leistet; sie kann folgender- 
maßen erhalten werden. 

Aus der Definition (91) des dritten Skalars 


folgt 
u. (D X m) m= u. (X w) =u. B. (v X w’); 


da die Gleichheit der links und rechts stehenden Ausdrücke für 
jeden Vektor u gilt, ist 
(0 X w) Du P- (w X w’) 


oder we 
b X wm= (b X m). D- Pm. 27a) 


Damit ist die lineare Vektorfunktion gefunden, die 
die Plangrößen transformiert. 

Diese Gleichung kann, wenn man Øn unter Hinzunahme eines 
dritten Vektors u als Quotient zweier Volumina schreibt, in die Form 
pocmo beem gi 

mow — [uom] p (127b) 
gesetzt werden. Führt man die zu u, b, w und u’, b’, iv’ reziproken 
Systeme u*, o*, w* und (u’)*, (0), (m’)* ein, so folgt 


(u)+*— ur D-1, (127) 


Damit ist eine zweite affine Abbildung gefunden, die als zu der 
gegebenen Abbildung dual bezeichnet wird. Sie ordnet die z" 
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zwei sich bei der gegebenen Affinität entsprechenden Grund- 


systemen reziproken Grundsysteme einander zu. D-1heißt die zu 
® duale Dyade; die duale Beziehung ist gegenseitig. 

Wenn es sich nur darum handelt, die durch (127c) definierte 
duale Abbildung herzustellen, braucht man die duale Dyade selbst 
gar nicht zu verwenden: man kann sich von dem Gebrauch der 


konjugierten Dyade ® wieder frei machen und (127e) in die Form 
(= drluu* (127d) 


setzen. Zur völligen Klarheit über die Beziehungen zwischen den 

beiden Abbildungen und den zugehörigen Transformationen 

kommt man, wenn man (126) und (127d) für zwei Paare ent- 

sprechender Vektoren samt den inversen Formeln (vgl. Ziff. 136) 
zusammenstellt: 

w=u p VD (128a) 

Wille Bl (128b) 


Die Transformationen (128a) und (128 b) werden als zueinander 
kontragredient bezeichnet; wir werden uns in etwas anderer 
Form noch viel damit beschäftigen (Kap. 6). 

166. Cayley-Hamiltonsche Gleichung. Zur Bestimmung einer 
vollständigen Dyade sind neun Konstante notwendig. Daher be- 
steht zwischen höchstens zehn Dyaden stets eine lineare Beziehung. 
In besonderen Fällen kann eine lineare Beziehung zwischen weni- 
ger als zehn Dyaden bestehen. So gilt bereits zwischen vier auf- 
einanderfolgenden Potenzen einer Dyade eine lineare Gleichung, 
die als Cayley-Hamiltonsche Gleichung bezeichnet wird. 
Es erweist sich nämlich als möglich, aus den drei Gleichungen 
(121a), (121b). (120). welche die drei Invarianten Pr. Pr, Prr durch 
drei Vektoren u, D, to und deren Bilder u‘, v’, w’ ausdrücken, mit 
Hilfe der Dyade P die Vektoren zu eliminieren. 

Zu diesem Zweck beseitigt man in (121a), (121b) einen der drei 
Vektoren in analoger Weise, wie bei Einführung der dualen Dyade 
in (127a) der Vektor u aus Prim entfernt wurde. 

Zunächst bringt man die Gleichung (121a) 


[up] Pr [u-Domw] + [uv P m] + [uv w. p] 
in die Form 


uv X mp=u-{[P. (b X w) +0: PX m+ vX (m. D}. 


Lagally, Vektorrechnung. 15 
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Da diese Gleichung für jeden Vektor u besteht, gilt bei Weglas- 
sung des Faktors u die Gleichung 


Dilo X m) — D. (b X wm) =v. PX wm +v X (w. ®). (129a) 
In derselben Weise bringt man die Gleichung (121b) 
[uv m] Ør= [u v. P m- D] -+ [u- o mw. D] + [u Dv. D w] 
in die Form 
u-v X wdı=u-[d-P) X (mP) D. (0X [w : D] +D: (0 PX w) 
und erhält hieraus wie oben 
Dr X w) —-(-D)xm-D=d-b-PxXxm+ox(m-D). (129b) 
Die rechte Seite von (129a) tritt in der rechten Seite von (129b) 
als Faktor von ® auf; durch Elimination folgt: 
Duld X wm) — (v - D) X (m - P) — DD- (0 X w) — D°- (b X w). (130) 
Diese Gleichung verbindet man mit (127a) 
(b - D) X (m - B) = Pm D- l- (v X w) 
und erhält nach Weglassung des Faktors b X w: 
Pnl — Dnb! Bob — p 


Durch Multiplikation dieser Gleichung mit ®& folgt die Cayley- 
Hamiltonsche Gleichung: 


b — DD! brb — Dul==0 (131) 


als lineare Beziehung zwischen =], P, D°, D. 

Durch Multiplikation mit ®* (für positive oder negative n) er- 
gibt sich aus (131) eine lineare Beziehung zwischen vier aufeinan- 
derfolgenden Potenzen von ®. Damit kann man jede Potenz von 
PD linear durch 22, D, Z ausdrücken. Hieraus folgt z. B., daß jede 
Invariante von 8, die die Form Øx. D”. Øx besitzt, linear durch die 
drei in Ziffer 160 genannten Invarianten Px. P? Bx, DxD. Px, 
Px P ausgedrückt werden kann. 

167. Die Wurzeln der Cayley-Hamiltonschen Gleichung. Die 
Cayley-Hamiltonsche Gleichung (131) dient nicht zur Be- 
stimmung der Dyade ® durch Auflösung im Sinne der gewöhn- 
lichen Algebra. Dagegen kann man aus den Wurzeln der ebenso 
gebildeten skalaren Gleichung [vgl. (100)] 


2? — DA? + Bri— Din 0 (132) 


Schlüsse auf die Eigenschaften der Dyaden ® ziehen, die der 
Cayley schen Gleichung (131) genügen. 
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Man kann auf die Gleichung (132) durch die Aufgaben kommen, 
die Richtungen zu bestimmen, welche bei der durch eine Dyade ® 
vermittelten affinen Abbildung 


v=r-P 
ungeändert bleiben. Für diese Richtungen gilt 
=t BAT, (133) 

wo der skalare Faktor 4 den Maßstab der Dehnung in einer dieser 
Richtungen gibt. Bei Einführung von Koordinaten wird (133) 

T= A, E F ao Y F Aaz = ia: 

Y = a, X F AY F ag = Åy; 

A a a a e E 


(134) 


Hieraus folgt durch Elimination von x, y, z für å die Bedingung 


A Qai agı 
Aia Qao — 2 KET = 
ais log Ag À 


Das ist die Gleichung (132). 

Zu jeder der drei Wurzeln å dieser Gleichung ergeben die Glei- 
chungen (134) eine der drei festen Richtungen. Ist ® eine sym- 
metrische Dyade, so fallen diese drei Richtungen in die Haupt- 
achsen der Tensorflächen. In diesem Fall ist die Bestimmung der 
invarianten Richtungen identisch mit dem Hauptachsenpro- 
blem der Flächen zweiten Grades. 

Für die allgemeine Dyade stehen die drei festen Richtungen 
nicht aufeinander senkrecht. 

Eine Dyade 2, die die drei Vektoren r = a, b. c durch die lineare 
Transformation var 
in die drei gleichgerichteten Vektoren r’=ua, bb, cc über- 
führt, kann in der Form (124) 


p = aa*a + bb*b + cec*c (135) 
geschrieben werden, wo a*, b*, c* das System der zu a, b, c rezipro- 


ken Vektoren bilden. Man kann ® in drei etwas einfacher gebildete 
Faktoren von gleicher Art zerlegen: (136) 


P=(aata- b*b + c*c). (a*a + L b* b + c* c). (a*a + b*b + ec*c). 
Die durch den ersten Faktor aaa + bb + c"c vermittelte Affini- 
tät läßt die Ebene (b, c) ungeändert und führt den Vektor a in aa 


über. Diese sonst als schiefe Affinität bezeichnete Trans- 
15* 
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formation soll hier als einfache Streckung bezeichnet wer- 
den. Der Raum wird von der Ebene (b, c) aus in der Richtung a im 
Maßstab a gestreckt. 

Ein besonderer Fall der einfachen Streckung, in welchem die 
Streckungsrichtung a auf der Ebene (b, c) senkrecht steht, wurde 
früher als einfache Dehnung bezeichnet (Ziff. 145). Die ein- 
fache Dehnung wird durch eine spezielle symmetrische Dyade 
vermittelt. Die durch eine allgemeine symmetrische Dyade ver- 
mittelte Affinität, die reine Dehnung, läßt sich aus drei einfachen 
Dehnungen nach drei zueinander senkrechten Richtungen zusam- 
mensetzen. 

Ebenso läßtsich die durch eine allgemeine Dyade 
vermittelte Affinität aus drei einfachen Strek- 
kungen nach drei im allgemeinen nicht zueinan- 
der senkrechten Richtungen zerlegen. 

Es darf nicht übersehen werden, daß nicht notwendig alle drei 
Streckungsrichtungen reell sein müssen. Wenn zwei Wurzeln 
der Cayleyschen Gleichung konjugiert komplex sind, bleibt nur 
eine Streckungsrichtung reell. Ein Beispiel hierfür ist die Dre- 
hung um eine Achse. Die Achsenrichtung selbst ist die einzige 
reelle Streckungsrichtung; der Maßstab der Streckung (in diesem 
einfachen Fall einer Dehnung) ist Eins. 

Das Auftreten einer Doppelwurzel der Cayley-Hamilton- 
schen Gleichung drückt im allgemeinen nicht das Zusammenfallen 
zweier invarianter Richtungen aus, sondern die Gleichheit des 
Maßstabes in zwei invarianten Richtungen und damit in der gan- 
zen, durch diese Richtungen bestimmten Ebene. Zu diesen Trans- 
formationen gehört die einfache Streckung von einer Ebene aus, 
ferner die Scherung längs einer Ebene; bei letzterer be- 
sitzt die Cayleysche Gleichung eine dreifache Wurzel. Das 
gleiche gilt für die Streekung von einem Punkt aus (Ähnlich- 
keit) und für die Identität. 


168. Ausartungen der Cayley-Hamiltonschen Gleiehung. Für 
planare Dyaden, die dureh das Verschwinden von Pin charakteri- 
siert sind, reduziert sich die Cayley-Hamiltonsche Glei- 
chung auf p3 — pp? Prb — 0; 


sie besitzt eine Wurzel Null, kann aber nicht auf eine Gleichung 
2. Grades reduziert werden, da die planare Dyade keinen rezi- 
proken Wert besitzt, also eine Division ausgeschlossen ist. 
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Für lineare Dyaden verschwinden rm und Žu gleichzeitig; 
die Cayley-Hamiltonsche Gleichung besitzt dann eine Dop- 
pelwurzel Null. 

Endlich kann es vorkommen, daß die Cayley-Hamiltonsche 
Gleichung reduzibel ist, also eine Dyade einer Gleichung zweiten 
oder ersten Grades genügt. So genügt die Umklappung [Ziff. 149 (78)] 

y—2ff— I= — ii—jj + tf 


offenbar der Gleichung TE 


Die Invarianten von ¥ sind: 
Piı=—1i, Yr=—1, u= +1; 
die zugehörige Cayley-Hamiltonsche Gleichung 
ws pe _W_ I—0 
(W?—- IT. (Y+-N=0 


kann in 


zerlegt werden; die Umklappung Y genügt bereits der durch Null- 
setzen des ersten Faktors entstehenden Gleichung. 
Die Maßstäbe der festen Richtungen ergeben sich aus der Glei- 
chung 3. Grades 
= TEE SE 
Die einfache Wurzel ¿= + 1 entspricht der Umklappungsachse, 
die Doppelwurzel å = — 1 jeder darauf senkrechten Richtung. 
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1. Trägheitsdyade und Kreiselbewegung. 


169. Bewegung eines starren Körpers. Um die Bewegung eines 
starren Körpers zu untersuchen, denkt man sich den starren Kör- 
per ersetzt durch ein System von Massenpunkten, deren gegensei- 
tige Abstände unveränderlich sind. In einem solchen Punkthaufen 
werden innere Kräfte auftreten, die in die Verbindungslinien je 
zweier Punkte fallen; und zwar treten nach dem Reaktions- 
gesetz in jeder Verbindungslinie zwei entgegengesetzt gleiche 
Kräfte auf. Es verschwindet die Summe aller inneren Kräfte und 
die Summe ihrer Momente; also treffen die für die Bewegung eines 
Punkthaufens (Ziff. 65, 66) gemachten Voraussetzungen zu. 

Für die Bewegung eines derartigen starren Punkthaufens 
gilt der Schwerpunktssatz: 


a _ 

Dank da) 
und der allgemeine Flächensatz 

dg 

armi; “um 


letzerer sowohl für einen beliebigen festen Momentenpunkt als auch 
für den bewegten Schwerpunkt als Momentenpunkt. 

In (1a), (1b) bedeuten: 

& die Resultierende der äußeren Kräfte, 

M das resultierende Moment der äußeren Kräfte, 

£X den Impuls des Systems von Massenpunkten, 

£ das Impulsmoment oder den Drall des Systems. 

Zur Beschreibung der Bewegung eines starren Körpers, 
der aus dem starren Punkthaufen durch Grenzübergang erhalten 
wird, genügt es, die Bewegung eines Punktes des starren Kör- 
pers und die relative Drehung des starren Körpers um diesen 
Punkt zu beschreiben. 


www.rcin.org.pl 


8 1. Trägheitsdyade und Kreiselbewegung. 231 


Wenn von dem starren Körper ein Punkt festgehalten wird, so 
fällt der erste Teil der Aufgabe weg. Ist der starre Körper da- 
gegen frei beweglich, so untersucht man die Bewegung seines 
Schwerpunkts und die Drehung um den Schwerpunkt. Die Be- 
wegung des Schwerpunkts ergibt sich durch Integration der Glei- 
chung (1a), die bei Einführung des Ortsvektors r, des Schwer- 
punkts und der Masse M des starren Körpers die Form 

dr 

M-p =S 

annimmt. Die Integration dieser Gleichung ist ein Problem der 
Dynamik eines Massenpunktes (Ziff. 64). Es bleibt also noch 
die Drehung um einen Punkt zu untersuchen, wozu 
die Gleichung (1b) genügt, wie Ziff. 175 bis 178 genauer gezeigt 
wird. Dasselbe ergibt schon jetzt eine vorläufige Überlegung: Ein 
frei beweglicher starrer Körper besitzt 6 Freiheitsgrade; das Glei- 
chungssystem (1a, b) ist 6 skalaren Gleichungen gleichwertig und 
infolgedessen ausreichend zur Beschreibung der Bewegung eines 
Systems von 6 Freiheitsgraden. 

Die Drehung eines starren Körpers um einen 
festen Punkt wird als Kreiselbewegung bezeichnet, 

170. Trägheitsmoment und Trägheitsdyade. Wenn sich ein 
starrer Körper um einen festen Punkt O dreht, ist seine Momentan- 
bewegung eine Drehung um eine durch O gehende Achse. Die 
Drehgeschwindigkeit ist nach Betrag und Richtung durch den 
Mer vr (nn ei) 
gegeben. Ein Punkt P des starren Körpers ist durch den von O 
nach P führenden Ortsvektor r bestimmt. (Vgl. Fig. 14, S. 21.) 

Die Geschwindigkeit des Punktes P zufolge der momentanen 
Drehung ist rt 
Die lebendige Kraft des starren Körpers ist 

T=3 Sm, (BZ: (2) 


wo das Summenzeichen S eine Summation über eine kontinuier- 
liche Massenverteilung andeutet. 

Bezeichnet man mit o den Abstand des Punktes P von der Dreh- 
achse, so ist 


und 
n? Smo?. (2) 
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Man bezeichnet 
Smo’—© (3) 
als das Trägheitsmoment des starren Körpers um die 
Momentanachse und erhält bei seiner Verwendung 
T=} w0. (4) 


Um die Abhängigkeit des Trägheitsmoments von der Richtung 
der Drehachse zu finden, formen wir zunächst den Ausdruck (2) 
für die lebendige Kraft um: 


T=} Smv-»— 4 Smu XOS r). 
Die Entwicklung des vierfachen Produkts gibt (Ziff. 22) 


1 
T = 5 Sm(u-ur-r— u-tt-u) 


oder, wenn man 
v-u=u-/-u 
setzt: 


T=} u- Smr I—ı):-u. 
Man bezeichnet die massengeometrische Größe 
Sm(r? I— rr) = p (5) 
als Trägheitsdyade des starren Körpers und erhält 
für die lebendige Kraft: 
T=-Iu-0d.u= Zwe-De, (6) 


also nach (4) für das Trägheitsmoment: 
O=e-P-e. (7) 


Damit ist die gesuchte Abhängigkeit des Träg- 
heitsmoments vonder Richtung der Drehachse ge- 
funden. 

171. Einführung von Koordinaten. Bei Zugrundelegung eines 
Dreibeins als Basis wird die Trägheitsdyade (5) 


9=Snl+yPrP)kitit+d—-Riryireheityit ed) 
= Sm(y’+ di + Sm -+ 23jj + Sm? + y°)tt 
— Smyz (jt + ti) — Smzzit + f — Smzyj+ iù 
oder kürzer geschrieben 
p= Oii + O,jj + tt 
= 2 5) C O e O © 
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9, 9, O, sind die Trägheitsmomente um die Achsen des 
Koordinatensystems; ©, Ozz, Or, heißen die Deviations- 
momente. 

Das Trägheitsmoment © um eine beliebige Achse, die durch den 
Einheitsvektor ihrer Richtung 


e=icosa-+jcosß-+ tcosy 
bestimmt ist, wird nun nach (7) in folgender Weise ausgedrückt: 
© =0,cos’a+ Oy cos? f + Ozcos?y 
— 20; cos f cosy — 2 Oxz cosa cos y — 2Orycosa cos f. 


Die Trägheitsdyade ist nach (5) oder (8) eine symmetrische 
Dyade; es gibt also ein ausgezeichnetes Dreibein, auf das bezogen 


sie die Form p=0,ii+0ji tOu (9) 
annimmt. ©, ©, ©, heißen die Hauptträgheitsmomente; 
die zugehörigen Deviationsmomente verschwinden. Die Richtun- 
gen des Dreibeins i, j, heißen die Hauptträgheitsachsen. 


172. Trägheitsellipsoid. Trägt man die Drehgeschwindigkeit u 
als Ortsvektor auf, so gibt die Gleichung (5) 


2T=u:®d-.u (10) 
für konstante Werte von T die Schar der Tensorflächen der Träg- 
heitsdyade; sie sind Ellipsoide und werden als Trägheits- 
ellipsoide bezeichnet. Eines von ihnen, das dem Wert 27=1 


zugehört, heißt das Cauchy-Poinsotsche Trägheits- 


ellipsoid: won. (10') 


Jeder Halbmesser dieses Ellipsoids bestimmt nach (4) das Träg- 
heitsmoment um die in seine Richtung fallende Achse: 


6-4. (11) 


u? 
Bezogen auf ein Dreibein als Basis soll der Vektor der Dreh- 
geschwindigkeit er 
gesetzt werden. Führt man das ausgezeichnete Dreibein ein, so 
wird das Cauchy-Poinsotsche Trägheitsellipsoid nach (9) 
O Ur + O uy + 9,u:°=1; (12a) 


seine Halbachsen sind Y9,, ON /®,. Man bezeichnet als Haupt- 
drehgeschwindigkeiten u, %,, u, die Geschwindigkeiten, mit denen 
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sich der starre Körper bei der lebendigen Kraft 27=1 um eine 
der Hauptträgheitsachsen dreht; sie ergeben sich aus 

1 - 1 1 
ae =, u? 


wm? ? 2 Ua? 0; Far 
mit ihrer Hilfe läßt sich das Cauchy-Poinsotsche Trägheits- 
ellipsoid durch die Gleichung 
++ (12b) 
geben. : z = 
173. Drall und Drallellipsoid. Der Drall eines starren Kör- 


pers ist Lex nur UXD: 


Nach dem Entwicklungssatz erhält man 

Q = Sm(r?u — rt u) = Sm(r° I — rr)-u 
oder unter Einführung der Bezeichnung ® für die Trägheits- 
daei) T (13) 


Der Drall ist eine lineare Vektorfunktion der 
Drehgeschwindigkeit. Er fällt nach Ziff. 142 in die Nor- 
malenrichtung des Trägheitsellipsoids im Endpunkt von u. Nach 
Betrag und Richtung ist er durch den Gradienten des Feldes der 
Tensorflächen der Trägheitsdyade bestimmt: 

g = grad T. (14) 

Zwischen der Drehgeschwindigkeit und dem Drall besteht wegen 
der Gleichung (10) der Trägheitsellipsoide 

wou 
nach (13) die Beziehung 
Von == A Iin (15) 
Trägt man die zu den Ortsvektoren u eines Trägheitsellipsoids ge- 
hörigen Drallvektoren £ als Ortsvektoren auf, so erfüllen ihre 
Endpunkte das reziproke Tensorellipsoid oder Drallellipsoid: 


Lap- ER = 2T: (16) 


Eines von den Drallellipsoiden, das der lebendigen Kraft 2 T==1 
zugehört, wird als Mac Cullaghsches Drallellipsoid be- 


zeichnet: Q.p-1.Q=1. (16) 


Bei Einführung eines Koordinatensystems zerfällt der Drall in 


Komponenten: B N 
Q = Lri + Lyj + Li; 
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legt man das ausgezeichnete Koordinatensystem der Hauptträg- 
heitsachsen zugrunde, so wird nach (13) 


DO. Du e E (17) 


Dann wird die Gleichung des Mac Cullagh schen Drallellipsoids 
Be a Nee 
H — ©, © S (18a) 
Bei einer Drehung um eine der Hauptachsen fällt der Drall in die 
Achse der Drehung. Man bezeichnet die zugehörigen Werte des 
Dralls als seine Hauptwerte Lı, Le, Z,. Mit ihrer Hilfe läßt sich 
die Gleichung des Drallellipsoids in die Form 


A n YE 
rt (18b) 
bringen. i i 
174. Kräftefreier Kreisel. Bei der Bewegung eines kräfte- 
freien Kreisels, d.h. bei der kräftefreien Drehung eines 
starren Körpers um einen festen Punkt (z.B. bei der Drehung eines 
schweren Körpers um seinen Schwerpunkt), bleibt die lebendige 
Kraft konstant. Infolgedessen bewegt sich der Endpunkt des Vek- 
tors u dauernd auf einem Trägheitsellipsoid (10) 


u-D-.u=3T. 


Aus dem allgemeinen Flächensatz (1b) 


folgt für die kräftefreie Bewegung, also für M—0, daß Q ein nach 
Betrag und Richtung im Raum konstanter Vektor ist. Im bewegten 
Körper kann sein Endpunkt nur auf einer Kugel liegen, deren Ra- 
dius der Betrag L= |Q | des Dralls ist. Der Schnitt dieser Kugel 


Vol (19) 
mit dem Drallellipsoid (16) 
een 


gibt die Bahn, die der Endpunkt des Drallvektors im Körper bei 
der Drehung durchläuft. 

Die Bahn des Endpunkts des Geschwindigkeitsvektors im Kör- 
per (Polhodie) liegt außer auf dem Trägheitsellipsoid (10) noch 
auf dem reziproken Maßellipsoid 


magome bR (20) 
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in welches die Kugel des konstanten Dralls (19) durch die lineare 
Vektorfunktion en 


übergeführt wird. Die im Körper feste Polkurve ist die 
Raumkurve 4. Ordnung, in der sich das Trägheitsellipsoid (10) und 
das reziproke Maßellipsoid (20) schneiden. Der zugehörige Pol- 
kegel, dessen Mantellinien der Drehvektor u durchläuft, ist 
ein Kegel zweiter Ordnung. 

Das Trägheitsellipsoid, der Ort des Endpunktes des Vektors u, 
und das Drallellipsoid, der Ort des Endpunktes des Vektors £, 
sind reziproke Tensorellipsoide (vgl. Ziff. 143). Daher steht die 
Tangentialebene an das Trägheitsellipsoid im Endpunkt von u 
dauernd auf dem zugehörigen Drall & senkrecht. Da % eine feste 
Richtung im Raum besitzt, hat auch die Tangentialebene eine feste 
Stellung im Raum. 

Da £ auch einen konstanten Betrag L besitzt, folgt aus 

Sal DE, 
daß der Abstand der Tangentialebene des Trägheitsellipsoids vom 
Mittelpunkt konstant ist. 

Das Trägheitsellipsoid berührt also dauernd eine feste Ebene, die 
invariable Ebene. Dabei dreht es sich um eine Gerade, die 
durch den Berührpunkt geht; d.h. es rollt bei festgehaltenem 
Mittelpunkt auf der invariablen Ebene. Damit ist die kräftefreie 
Drehung eines starren Körpers um einen festen Punkt kinematisch 
auf die Rollbewegung eines Ellipsoids, dessen Mittel- 
punkt festgehalten wird, auf einer festen Ebene zurück- 
geführt (Poinsot-Bewegung). 

175. Hauptgleichung der Kreiselbewegung. Für die Drehung 
eines ‚starren Körpers um einen festen Punkt, die Kreisel- 
bewegung, gilt, wenn die äußeren Kräfte ein Moment M be- 
sitzen, die Gleichung (1b) 

dg 


a M. 2p 
Wegen (13) V= mogh 
ist 
AR du d® & 
Be T = 


Die Dyade ® ist eine im Körper feste Dyade. Jede im Körper 
feste Dyade kann in die Form 


DB = >N, H, G= 15 2, 3) 
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gesetzt werden, wo W,, B, im Körper feste Vektoren bedeuten. 
Dann ist 


3-2 e +A Y 


Die Änderung der Vektoren W,, B, im Raum ist durch die Drehung 
des Körpers bedingt; es ist für jeden im Körper festen Vektor v 


dv y E / 
a I en PS U 
also do 
mzzuxUB— A,B, X u) 
oder 
P=uxd—oxu. (23) 


Somit wird nach (22), wenn man bemerkt, daß u-u X ® ver- 


schwindet: dg du 


I S . 257 
At Er -$B—u-PxXu 


Die Bewegungsgleichung des Kreisels (21) wird 
— D—U-DXU=M. (24) 


Diese Gleichung soll als Hauptgleichung der Kreisel- 
bewegung bezeichnet werden. 


176. Moment der Zentrifugalkraft. Die in der Hauptgleichung 
(24) der Kreiselbewegung auftretenden Glieder lassen eine ein- 
fache Deutung zu, wenn man die Theorie der Relativbewe- 
gung heranzieht (Ziff. 69, 70). Schreibt man die Hauptgleichung 
in der Form du 

=N +u- Xu, 
so ist 


= -® der Differentialquotient des Dralls bei festgehaltenem 9, 


Rn seine Änderung im bewegten System, 

M das Moment der äußeren Kräfte, 

u-®PxXu das Moment der Zentrifugalkraft, wie zu be- 
weisen sein wird: 

Die Zentripetalbeschleunigung eines Punktes des bewegten Kör- 
pers ist u X (u X r), das resultierende Moment der Zentrifugal- 
kraft ist also 

Mz—= —Smtix[ux(uxXn)]- 
Nach dem Entwicklungssatz erhält man: 


Mz—= — Smu-trxXu. 
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Anderseits ist 
u- P X u = Smu- (r? I — rr) Xu=— Smu-ttXu 
u.p X u= Mz, (25) 


womit der Beweis erbracht ist. 
Man kann also die Hauptgleichung im bewegten Sy- 
stem auf die Form 


oder 


22 ge (26) 


bringen, wobei unter $2 der Differentialquotient des Dralls im be- 


wegten System verstanden ist und sich das Moment M’ aus dem 
Moment der äußeren Kräfte und dem Moment der Zentrifugalkraft 
zusammensetzt. 

177. Eulersche Gleichungen der Kreiselbewegung. Um aus der 
Hauptgleichung ein System von skalaren Bewegungs- 
gleiechungen abzuleiten, kann man ein im Raum festes oder 
ein im Körper festes Koordinatensystem zugrunde legen. Beides 
kann Vorteile haben. Denn die Trägheitsdyade ® ist eine im be- 
wegten Körper konstante und gegebene Größe; dagegen ist das 
Moment M im allgemeinen im festen Raum gegeben. Jedenfalls 
enthalten die Größen ® und W, die in der Hauptgleichung zur 
Bestimmung von u dienen, noch die Winkel, von denen die Lage 
des bewegten Systems gegenüber dem festen abhängt. 

Im folgenden soll ein im Körper festes Koordinaten- 
system z, y, z mit dem zugehörigen Dreibein i, j, t zugrunde ge- 
legt werden. Legt man speziell die Achsen des Koordinaten- 
systems in die Hauptträgheitsachsen, so erhält man die „Euler- 
schen Gleichungen“ der Kreiselbewegung in der ge- 
wöhnlichen Form: 


du, 

Pr O, + ty uz(0; — 0,) = Mz; 

duy 

Rt Ua t(O, — O3) = My; (27) 
du, 

a Os + “zty (0, — 9,) = M. 


Dazu hat man nur in der vektoriellen Hauptgleichung (24) 
= 0 ii + 0jj+ 0t, 
U= Ugi + Uyj t uzt, 
De Mit Mt 
zu setzen. 
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Wählt man ein beliebiges, im Körper festes Koordinatensystem 
mit dem Scheitel im Drehpunkt, so hat man für ® den allgemeinen 
Ausdruck (8) einzusetzen, in dem außer den Trägheitsmomenten 
auch die Deviationsmomente auftreten. Von den Bewegungsglei- 
chungen wird die erste: 


du du, du 
it O2 — qe Oru ge et Uyüe(9.— 0y) 
+ (ud u) Oja m Ur tty Onz F Ux Uz Ory Mas 
daraus folgen die zweite und dritte durch zyklische Vertauschung. 


178. Einführung der Eulerschen Winkel. In den Eulerschen 
Gleichungen (27) bzw. (27) kann die Abhängigkeit der Größen Mz, 
M, Mz von der augenblicklichen Lage des bewegten Systems gegen- 
über dem festen, etwa durch die drei Eulerschen Winkel ô, p, y 
(Ziff. 11) bestimmt werden, die selbst als Funktionen der Zeit zu be- 
trachten sind. Nur bei kräftefreier Bewegung, also für 


M,—= M,= M,—0 


bilden die Eulerschen Gleichungen ein für sich integrables Sy- 
stem. Aber auch in diesem einfachsten Fall genügen sie nur zur 
Bestimmung des Vektors u der Drehgeschwindigkeit im bewegten 
System, also des Polhodiekegels. Um die Bewegung des Kreisels 
vollständig beschreiben zu können, braucht man noch die Be- 
wegung des bewegten Systems gegenüber dem festen; dann kann 
man die Bewegung des Vektors u gegenüber dem festen System, 
also den Herpolhodiekegel, bestimmen. 

Das Koordinatensystem im festen System soll mit Zo, Yo, Zo, das 
zugehörige Dreibein mit i,, Ío, f, bezeichnet werden (Fig. 68). Die 
xy-Ebene des bewegten Systems schneide die &,%,-Ebene des festen 
unter dem Neigungswinkel ĉin der „Knotenlinie“ k mit dem Einheits- 
vektor t; die Knotenlinie bilde mit der x,-Achse den Winkel 9; die 
x-Achse mit der Knotenlinie den Winkel y. Bei Drehungen um 
die Achsen k, z,, 2 mit den Einheitsvektoren t, f, t ändern sich je- 


weils nur die Winkel #, p, y; die Maßzahlen der zugehörigen Dreh- 
geschwindigkeiten seien i =, n Durch Zusammensetzung dreier 
derartiger Drehgeschwindigkeiten erhält man eine allgemeine Dreh- 
geschwindigkeit; und umgekehrt läßt sich jede Drehgeschwindig- 


keit u in Komponenten nach den Achsen t, E,, f zerlegen: 


2,08 dp dy 
tar (28) 


27’) 
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Anderseits ist im bewegten System 
U = Itr + j uy + luz. 


Durch Vergleich mit (28) kann man uz, uy, z durch die Bestim- 
mungsstücke der Drehung beider Systeme gegeneinander aus- 


Fig. 68. 


drücken, wenn es gelingt, an Stelle von t, f f in (28) i, j, t ein- 
zuführen. Nun ist aber (vgl. Fig. 68) 

t= icos y — j sin y; 
außerdem nach Ziff, 11 (26°) mit leichter Änderung der Bezeich- 


us f= isin y sin Ò + j cos y sin é + t cos ĝ; 


also 
. EE T 
u=(icosy — isin y) gg + tg 


ge R f : d 
+ (isin y sin ® + j cos y sin ® + t cos ô) SE. 


Hieraus folgt für die Maßzahlen von uim bewegten Sy- 
stem: 


= dò à ; dp, 
U COS et sin y sind; 
x dd x d 
ty = — Sin yY g; + cosy sin ® ar (29) 
= do dy 
G a T 


Das System (28) bildet zusammen mit (27) oder (27') ein simul- 
tanes System von 6 Differentialgleichungen 1. Ordnung mit den 


www.rcin.org.pl 


§ 1. Trägheitsdyade und Kreiselbewegung. 241 


6 von t abhängigen Veränderlichen tir, Uy, Ur, Y, P, Y. Sie be- 
stimmen diese 6 Veränderlichen durch ihre Anfangswerte; oder 
sie bestimmen, bei Elimination von drei Veränderlichen, die drei 
anderen durch ihre Anfangswerte und die Anfangswerte der zu- 
gehörigen Geschwindigkeiten. 

179. Feld der Trägheitsdyade. Bisher wurde die Trägheits- 
dyade einer Massenverteilung stets für einen zwar beliebigen, aber 
festen Punkt berechnet. Wenn man die Trägheitsdyade für 
beliebigen Aufpunktals Funktion des p 
Ortes betrachtet, so bildet die Gesamtheit ihrer Ar 
den Punkten des Raumes zugeordneten Werte 
das Feld der Trägheitsdyade. 

Die Trägheitsdyade für einen beliebigen Auf- 
punkt O drückt sich am einfachsten aus, wenn Ss 
mandie Trägheitsdyade %' für den Schwerpunkt S fo 
einführt. Der Ortsvektor eines Massenpunktes P 
für den Anfangspunkt O soll mit r, für den An- 
fangspunkt § mit r' bezeichnet werden. Der Ortsvektor des Schwer- 
punkts für den Anfangspunkt O sei tọ. Dann ist (Fig. 69) 

r=t t r 

Smr =0. (30) 
Die Trägheitsdyade 2 wird 
p = Sm(r!I— rrt) 

= Smr I — tato + Sm? to r I— rrt — t't) + Smo L r'r’). 

Wegen (30) verschwindet die mittlere Summe. Es wird 
p=p, + P, (31) 

P — Sm(r”I- tr) 
die Trägheitsdyade für den Schwerpunkt als Aufpunkt ist, 

D,= M (rT — totu) 
die Trägheitsdyade der im Schwerpunkt vereinigt gedachten Masse M 
für den Punkt O als Aufpunkt oder auch die Trägheitsdyade der in 
O vereinigt gedachten Masse M für den Schwerpunkt als Aufpunkt. 

Bezieht man ® auf ein Dreibein, das in die Hauptträgheits- 
achsen im Schwerpunkt fällt, und bezeichnet mit ©,', ©,', ©, die 
Trägheitsmomente für diese Achsen, so wird 

p= Oi E Yii zu 9,H 

Ale I en a ye (31) 
— 2 + —zzlt +) —zyli+ id); 


Lagally, Vektorrechnung. 16 


Fig. 69, 


und 


WO 
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x, y, Z sind dabei die Koordinaten des variablen Aufpunkts 0, 
für den die Trägheitsdyade Ø als Feldgröße berechnet ist. 

Zu sämtlichen möglichen Massenverteilungen im Raum gehören, 
abgesehen von der Lage, nur oo°-Trägheitsdyadenfelder; denn die 
vier Größen M. ©,', ©,', ©, einer Massenverteilung bestimmen das 
Feld der Trägheitsdyade. 

Das Trägheitsmoment für eine beliebige durch O gehende Achse 

mit der Richtung e ist (nach 7) 
e-D.ee=e-Dre+ Dre 

da. (32) 
Das Trägheitsmoment 9 um die durch O gehende Achse setzt sich 
also additiv zusammen aus dem Trägheitsmoment ©' um die par- 
allele Achse durch den Schwerpunkt und dem Trägheitsmoment 9, 
der im Schwerpunkt vereinigt gedachten Masse M um die Achse 
durch O (Steinerscher Satz). 

180. Der Komplex der Hauptträgheitsachsen. In jedem 
Punkt O des Trägheitsdyadenfeldes gibt es drei Hauptträgheits- 
achsen, die dadurch charakterisiert werden können, daß der Drall 
in die Richtung der zugehörigen Drehachse fällt. Die Bedingung 
dafür ist 


oder 


2xu=0) 
u- X u=0. (33) 
Bezeichnet man mit r statt mit — r, den vom Schwerpunkt aus- 
gehenden Ortsvektor O, so ist nach (31) 
b= pP + M6*I— tv). 
Damit nimmt die Bestimmungsgleichung (33) der Hauptträg- 
heitsachsen folgende Form an: 
u-[P— Mri]xu=0. (33) 
Um diese Gleichung geometrisch zu deuten, soll eine Schar 
von konfokalen Flächen zweiten Grades betrachtet 
werden. Zu diesen kann man auf folgende Weise kommen: Sind 
Y und X zwei symmetrische Dyaden, so ist 
r (FAX) t—=1 
ein Büschel von Flächen zweiten Grades, der normierten Ten- 
sorflächen der Dyaden ?/-++-4X. Die reziproken Tensorflächen 
tr (+ iX) Lı=] 
sind die Polarflächen der Flächen des Büschels bezüglich der Ein- 
heitskugel und bilden eine Schar von Flächen zweiten Grades. 


oder 
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Geht man speziell von dem Büschel 
r(P+Al.t=1 
aus, das eine Nullkugel enthält, so wird die Schar der Polarflächen 
tr (P/+-Alyiır=1 (34) 


als Schar von konfokalen Flächen zweiten Grades be- 
zeichnet. Durch Übergang zu Koordinaten kommt man zur Glei- 
chung „2 2 ti 
A E A (34) 
wenn 

Fo all bij -+ ctt 
gesetzt wird. 

Man kann die Gleichung (34) bzw. (34') als eine Gleichung dritten 
Grades auffassen, die jedem Punkt © mit dem Ortsvektor t die drei 
Parameterwerte 4 derjenigen Flächen der Schar zuordnet, die durch 
ihn hindurchgehen. Der Einheitsvektor der Normalen einer dieser 
Flächen ist nach Ziff. 144 (60) 


N=pr (PAD, (35) 
wo p der Abstand der Tangentialebene vom Mittelpunkt ist. Will 
man die Normalenrichtungen der drei durch einen Punkt gehenden 
konfokalen Flächen als Funktion des Ortsvektors ausdrücken, so 
hat man aus (34) und (35) die Größen p und 4 zu eliminieren. 
Dazu leitet man aus ihnen zwei neue Gleichungen her: 

Ikan == 
NP Dept: 

NFI — rtr) 

und durch vektorielle Multiplikation mit N die gesuchte, von p 


und 4 freie Gleichung 
N(--MW)XN-—-0, (36) 


welche die Normalenrichtung im Punkt r bestimmt. 

Durch Vergleich von (33) mit (36) erkennt man, daß die 
Hauptträgheitsachsen die Normalen einer Schar 
von konfokalen Flächen zweiten Grades sind, die 


und 


aus ihnen folgt: 


man erhält, wenn man in (34) Y durch T ersetzt. Eine von diesen 
Flächen, die dem Parameterwert 4 = 0 entspricht: 

w 

M 

16* 


1 gz y? z? 
-l t= — en i —— = 
t p r M oder Qr + 0; + 9, 
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ist ein besonders normiertes Drallellipsoid; es be- 
stimmt das ganze konfokale System und damit den Komplex der 
Hauptträgheitsachsen. 


& 2. Infinitesimale Verzerrungen. ') 


181. Verrückung und Verzerrung. Wir betrachten eine Um- 
gebung eines Punktes P(r) und hezeichnen mit Q(t + dr) einen be- 
liebigen Punkt dieser Umgebung; dann ist dr der von P aus- 
gehende (relative) Ortsvektor eines Punktes Q (Fig. 70). 

Wird der Punkt P durch eine Verrückung v nach P’, ein 
Punkt Q durch eine Verrückung b + db nach @' gebracht, so ist 
der von P’ ausgehende 
Ortsvektor von Q' 

dr'= dr + do. 

Wird so die Umgebung 
von P in die Umgebung 
von P' übergeführt, so er- 
fährt sie dabei eine Ver- 
zerrung. Das Maß die- 
ser Verzerrung nach Be- 
trag und Richtung ist 
der Vektor dv, der in 
gleicher Weise als Unterschied der Verrückung eines Punktes der 
Umgebung von P gegenüber der Verrückung von P selbst, wie als 
Änderung des (relativen) Ortsvektors eines Punktes seiner Um- 
gebung aufgefaßt werden kann. 

Ist die Verrückung v als eine in der Umgebung von P stetige 
vektorielle Ortsfunktion gegeben, so wird die Verzerrung dv 
durch gerichtete Differentiation erhalten (Ziff. 77): 

dv=dr-Vo. (37) 

Die Umgebung des Punktes P wird in die Umgebung von P’ aftin 
abgebildet; der Bildvektor eines Ortsvektors dr ist 

dr —-dr-+dr-Vop=dr-(/+ Vo). (38) 

Die Verzerrung der Umgebung von P ist völlig bestimmt durch 
die lokale Dyade Yv, die Verzerrungsdyade. Sie ist eine 
tensorielle Ortsfunktion und abhängig von dem Vektorfeld der 
Verrückung d; doch wird sie wenigstens in den nächsten Ziffern 
nur in der Umgebung eines festen Aufpunktes untersucht. — 


(0 


Fig. 70. 


j 1) 88 2, 3, 4. Vgl. Marcolongo, Theoretische Mechanik Il. 
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Die bisherigen Betrachtungen und die Gleichungen (37) und (38) 
gelten für endliche Verrückungen ebenso wie für infinitesimale; 
für die Mehrzahl der folgenden Formeln ist jedoch die Gültigkeit 
auf infinitesimale Verrückungen beschränkt, für alle 
diejenigen nämlich, bei deren Ableitung Glieder höherer Ordnung 
in db vernachlässigt werden. 

182. Dilatation. Ein für die Analyse der Verzerrung sehr wich- 
tiger Begriff ist die lineare Dilatation, d. h. en 
die auf die Längeneinheit bezogene Längen- 
änderung eines Ortsvektors dr=eldr| 
von beliebiger Richtung e (Fig. 71), also die Größe 


|dr'| — |dr]| 1 = ; 
re ee; du du 
Bei infinitesimalen Verrückungen unterscheidet 
sich die Länge des Vektors dr’ von der Länge 
seiner Projektion auf e nur um eine Größe zwei- 
ter Ordnung in dv; also ist bei Vernachlässigung Fig. 71 


dieser Größe 
(dl =dr-e=dr-(I+ Vv)-e=|dr|(1 +e-Vv-ed); (39) 
mithin ist die Dilatation in Richtung e 
& = ee Voe. (40) 
Jetzt ist es leicht, auch die Richtungsänderung zu be- 
stimmen, die ein Vektor bei der Verzerrung erleidet; setzt man 
C Se Nae 
so kann (38) in die Form 
e'|dr|=e|dri (I+ Vo) 
gebracht werden; nach (39) und (40) ergibt sich der Einheitsvek- 
tor der transformierten Richtung aus 
(1 + e)e =e. (I+ Vo). (41) 


183. Ausweitung. Es seien jetzt e, und e, zwei Einheitsvek- 
toren, &, und e, die nach (41) zu berechnenden transformierten 
Einheitsvektoren; ferner sei der Winkel (e,, e,) mit 9, der Winkel 
(&,', €) mit p — 2y bezeichnet. 2y gibt dann die Winkelver- 
zerrung; sie wird häufig als Ausweitung des Winkels p be- 
zeichnet. Um die Ausweitung zu berechnen, bildet man nach (41) 


AFA F ene e er (I+ Vd)-(e,-[I+ Vo) 
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oder 


(1 + £e) (1 + Ee) cos (p — 27) = cos p + e V Dee + e V 0ee 
M eV Den) 


Hieraus folgt (bis auf Größen höherer Ordnung): 


2y Bin p + (Ee + Ea) COs p= e V D-le Fee V Dee (42) 
Damit ist die Ausweitung eines Winkels bestimmt. 

Speziell ergibt sich für die Ausweitung eines rechten 
m 
3° 

2y = 6 V0. et e Vb.. (43) 

Läßt man in (42) beide Richtungen e,, €, zusammenfallen, so 
wird man wieder auf die Gleichung (40) geführt, welche die Dila- 
tation in dieser Richtung gibt. 

184. Reine Deformation. Aus der Form der Gleichungen (40) 
und (42) bzw. (43) ist ersichtlich, daß Dilatation und Ausweitung 
nur von dem symmetrischen Teil der Verzerrungsdyade abhängen, 
während der antisymmetrische Teil bei der Bildung von & und y 
hinausfällt. 

Die Verzerrungsdyade kann in einen symmetrischen und einen 
antisymmetrischen Teil zerlegt werden: 


Vllt N)+4(Vp-HV), (44) 


Winkels 9= 


Y 
wobei sich in der zu Vp konjugierten Dyade b V das Differentia- 
tionssymbol \/ auf den vorhergehenden Faktor bezieht. Der synı- 
metrische Teil soll abkürzend 


Hay 
JV» +0y)=: (45) 


gesetzt werden. Dann nehmen (87) und (38) folgende Form an 
(nach Ziff. 140): 
db = dr-e 


5dr X (V X 0); (46) 
dar=dr: (I+) — 5 dr X (J X»). (a7) 


Nach (47) wird die durch die infinitesimale Verrückung hervorge- 
brachte affine Abbildung der Umgebung von P in die von P’ in 
eine reine Dehnung und eine Drehung zerlegt. Nach (46) zerfällt 
die zugehörige Verzerrung in die zu der reinen Dehnung gehörige 
Verzerrung und in die Drehung selbst. 

Die Drehung als einen Teil der Verzerrung aufzufassen, wider- 
spricht einigermaßen dem Sprachgebrauch, da bei einer Drehung 
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Längen und Winkel ungeändert bleiben. Um das auch analytisch 
einzusehen, ersetzt man in = und (42) Vvo durch seinen anti- 


symmetrischen Teil - i (Vo — ò \/); dann verschwinden & und y. 


Vielmehr ist die nA Dilatation und die ganze Ausweitung auf 
Rechnung der mit der reinen Dehnung verbundenen Verzerrung 
zu setzen; diese soll deshalb als reine Deformation bezeichnet 
werden, und die zugehörige Dyade 


4 
=> (Vi +0) (48) 
als ai piei Dyade. Ersetzt man in (40) und (42) Vv 
durch — Yiv v + M \/), so bleiben e, und y ungeändert. Mithin ist die 


ee oae o (49) 


die halbe Ausweitung i eines Winkels g folgt aus 

ysin p +5 (int Ee) COS P = EEE; (50) 
speziell die eines A Winkels aus 
aS (51) 
185. Die Verzerrungskoeffizienten für rechtwinklige Koordi- 
naten. Auf ein Dreibein i, j, É bezogen, soll die Verrückung durch 
v =iu + jv + tw 

gegeben sein, wo u, v, w stetige Funktionen der Koordinaten 


z, y, z sind. Dann wird die Deformationsdyade (48) 


òv dw 
emitan tiia tig (53) 


+z41+ tt ern + S+ (ij +15 +5) 
Hieraus lassen sich die Dilatationen £z, €y, & in Richtung der Haupt- 
achsen und die halben Ausweitungen Yyz, Yzz, Yzy der von je zwei 
Koordinatenachsen gebildeten rechten Winkel berechnen: ') 


ou 1 /òv òw 
a= aa S tS 


EER 1 /ow Òu 

=y Mey (as F zl! _ 
_ òw, 1 fòw | àu 

> A AH y HF 3) 


1) Vielfach werden die hier mit y bezeichneten Größen in der Literatur 


= genannt; also die Ausweitungen nicht mit 2y, sondern mit y bezeichnet. 
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Diese 6 Größen heißen die Verzerrungskoeffizienten. Mit 
ihrer Hilfe läßt sich die Deformationsdyade in die Form 
e=ile,+ lie + tfe, 
; + GEH Éi) yy t i+ iye + Gi + jÙ Yay (55) 
bringen. 


186. Dilatationsflächen. Die Tensorflächen der Deformations- 
er 2F=dr-.e-dr=const, (56) 
oder in rechtwinkligen Koordinaten: 


2F=e.d2?-+ eydy? + edz? 
+ 2yzydædy + 2yzzdxdz + 2yyzdydz = const (56') 


werden als Dilatationsflächen bezeichnet. Den allge- 
meinen Eigenschaften der Tensorflächen zufolge (Ziff. 142) ist 


gradf—=dr-s; (57) 


dr-e ist nach (46) die als Folge der reinen Dehnung eintretende 
Verzerrung, die reine Deformation. Diese ist also der Gra- 
dient des Feldes, dessen Niveautlächen die Dilatationsflächen sind; 
sie steht in jedem Punkt Q der Umgebung von P auf der hindurch- 
gehenden Dilatationsfläche senkrecht, und ihr Betrag ist in allen 
Punkten einer Dilatationsfläche umgekehrt proportional dem Ab- 
stand von einer beliebig aber fest gewählten benachbarten Dila- 
tationsfläche. 

Nach (49) wird die Dilatation für eine Richtung e 

&— an = ET (58) 

Die Dilatation in einer beliebigen Richtung ist also umgekehrt 
proportional dem Quadrat des in diese Richtung fallenden Halb- 
messers einer beliebig aber fest gewählten Dilatationsfläche. — 

Unter den Dilatationsflächen befindet sich ein Kegel 


dr-e- drt =Q; 


er ist reell, wenn die Dilatationsflächen Hyperboloide sind, und 
bildet den Übergang von den zweischaligen Hyperboloiden zu den 
einschaligen. 

Auf dem Kegelmantel ist F=0, zu beiden Seiten hat F ver- 
schiedenes Vorzeichen. Da nach (58) das Vorzeichen von ée das- 
selbe ist wie das von F, trennt der Kegel ein Gebiet, in dem die 
Dilatation positiv ist, also alle Ortsvektoren verlängert werden, 
von einem Gebiet negativer Dilatation, in dem alle Ortsvektoren 
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verkürzt werden. Auf der einen Seite des Kegels bildet die Ver- 
zerrung dr.e mit dem Ortsvektor dr einen spitzen, auf der andern 
einen stumpfen Winkel. Für die Ortsvektoren, die dem Kegelman- 
tel angehören, ist die Dilatation Null. 

187. Hauptdilatationen. Bezieht man die Dilatationsflächen 
auf die Hauptachsen, so nimmt ihre Gleichung die Form an: 


2F=edx’+ edy + e,dz’—= const. (59) 


Die 3 Größen Yzy, Yxz, Yyz verschwinden, weil für die Hauptachsen 
die Richtung der Deformation mit der Richtung des Ortsvektors 
zusammenfällt. &,, £, £ sind die Dilatationen in Richtung der Haupt- 
achsen, die Hauptdilatationen. 


188. Maßellipsoid der Deformation. Eine Einheitskugel 


dı-dı=1i 
wird durch die lineare Vektorfunktion 
do=dr-e 
in ein Ellipsoid en (60) 


übergeführt. Da die lineare Vektorfunktion nach (46) jedem Kugel- 
radius die bei der reinen Dehnung eintretende Verzerrung, also 
die reine Deformation zuordnet, ist das Ellipsoid (60) das MaB- 
ellipsoid der Deformation. Seine Halbmesser sind die 
Deformationen der Radien der Einheitskugel. 

Das Maßellipsoid hat dieselben Hauptachsen wie die Dilata- 
tionsflächen; auf diese Achsen bezogen hat es die Gleichung 


du? dv? dw? N 
en =l. (60') 


3 r 
& Ea E3 


189. Volumdilatation. Bei der Verzerrung des Raumes bleibt 
ein infinitesimales Volumen im allgemeinen nicht ungeändert. Der 
Quotient aus der Volumänderung und dem ursprünglichen Vo- 
lumen heißt Volumdilatation und soll mit e bezeichnet werden. 

Wenn ein Parallelepiped mit den Kanten dr, d.t, dar in ein Paral- 
lelepiped mit den Kanten d,r’, d:t’, d,r’ verzerrt wird, ist seine 
Volumdilatation 


_Mdrkr'dgr)—[drdrdr) 
e= aedd] 
Nach (38) ergibt sich bis auf Größen höherer Ordnung 


e— [At Vihr dt] F [di t dor - V o dar] + [dt dat dst * Vo], 
[d, r dar dat] 
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Der Quotient auf der rechten Seite ist aber nach Ziffer 164 nichts 
anderes als die erste Invariante von Vv; also ist 

eV (61) 
die bei der Verzerrung eintretende, von dem ursprünglichen Volumen 
unabhängige Volumdilatation. 

Für volumtreue Verzerrungen ist div v = 0; die für inkom- 
pressible Flüssigkeiten geltende Kontinuitätsgleichung hat also 
eine weiter reichende Bedeutung. — 

Da die erste Invariante einer Dyade mit der ihres symmetrischen 
Teils zusammenfällt, ist die Volumdilatation auch 


e= [= F Ey F ëz; (62) 
speziell unter Einführung der Hauptdilatationen: 
e=e t H s (62') 


190. Abspaltung einer volumtrenen Verzerrung. Jede infini- 
tesimale Verzerrung kann in zwei Teile zerlegt werden, deren 
erster volumtreu ist und deren zweiter eine Ähnlichkeitstransfor- 
mation ist. Man hat, um diese Zerlegung auszuführen, Vb in der 


Form VYo=atpyI 


anzusetzen, wobei a eine Dyade bedeutet, deren erster Skalar Null 
ist, und p einen skalaren Faktor. 
Eine derartige Zerlegung ist für jede Dyade ® möglich. Setzt 


man ee, 
und verlangt, daß 

a=0 
sein soll, so ist 


Pi; 


p= 3p, also p=4 


dann ist f 
a = p = 3 DI 


der gesuchte erste Summand, dessen erster Skalar verschwindet. 
Wendet man diese Zerlegung auf eine Verzerrungsdyade W\ v 
an, so erhält man 


We 5 div v7) + 4 div v Z; (63) 


der erste Summand (Vv — div v7) bewirkt eine volumtreue 


Verzerrung, der zweite Summand 4 divo! entspricht einer 
Ähnlichkeitstransformation. 
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191. Kompatibilitätsbedingungen. Bisher wurden die Ver- 
zerrungs- und Deformationsdyade stets nur in der Umgebung 
eines Punktes betrachtet, nicht als tensorielle Feldfunktionen. 

Untersucht man das Feld der Deformationsdyade, so 
bemerkt man, daß nicht jede als Funktion des Ortsvektors ge- 
gebene symmetrische Dyade als Deformationsdyade aufgefaßt 
werden kann. Die Bedingungen, welchen die 6 Maßzahlen einer 
Deformationsdyade genügen müssen, werden als Kompatibili- 
tätsbedingungen bezeichnet. 

Soll eine symmetrische Dyade eine Deformationsdyade sein, so 
muß sie in die Form: 


e=} (Vu+0V) 


gesetzt werden können. Die Bedingung, der e genügen muß, er- 
hält man, indem man aus dieser Gleichung v eliminiert, d.h. eine 
Invariante von e bildet, die für die rechte Seite der Gleichung 
identisch verschwindet. Das ist der Fall, wenn man 


VXeXV=SVXVOHIV)XV 


bildet. Denn in V X Voi X V und V XvV XV gilt das asso- 
ziative Gesetz; es ist aber V X Vo= 0 und vV X Y =Q [vergl. 
Ziff. 81 (IX). Also ist 
V XeX YV =0 (64) 
die vektorielleFormderKompatibilitätsbedingungen. 
VxXEX\WV ist eine symmetrische Dyade, deren 6 Mab- 
zahlen verschwinden müssen. Durch Übergang zu rechtwinkligen 
Koordinaten erhält man etwas mühsam 2 Gruppen von je 3 Glei- 
chungen, von denen je eine angeführt sei: 
òE, CA 


02 òy Toyda 


ka z re as a 
oyodz Oo 020y 00x02 Š 


Aus diesen Gleichungen gehen die übrigen durch zyklische Ver- 
tauschung hervor. 

Die beiden Teile, in welche in Ziff. 190 eine Verzerrungsdyade 
zerlegt wurde, genügen jeder für sich den Kompatibilitätsbedin- 
gungen nicht; sie können nicht als Felddyaden einer Verzerrung 
aufgefaßt werden. 

192. Von der Zeit abhängige Verrückungen. Vielfach treten 
namentlich in der Hydrodynamik und Elektrodynamik die Ver- 
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rückungen b und die zugehörigen Verzerrungen dv als Funktionen 
der Zeit auf. 

Wir betrachten in einer kontinuierlichen Massenverteilung einen 
Punkt P(t) und die Punkte Q(t + dr) einer Umgebung von P. Es 
sei b die auf die Zeiteinheit bezogene Verrückung des Massen- 
punktes P, also seine Geschwindigkeit, v+ dv die Ge- 
schwindigkeit eines Punktes Q seiner Umgebung. Dann ist nach (46) 


v +do=b+dr: Vo =v +dr:e—$drX(V XD). (65) 


Faßt man die die Umgebung von P erfüllende Masse als ein Ganzes 
ins Auge, so zerfällt also ihre Bewegung in drei Teile: 

a) bewegt sich die Masse translatorisch wie ein starrer Körper 
mit der Geschwindigkeit v; 

b) erleidet sie eine reine Deformation, die mit der Geschwindig- 


keit dr-e=5 (Vv + ajdi vor sich geht; 

c) dreht sie sich wie ein starrer Körper mit der Winkelgeschwin- 
digkeit 1-5 rotb, wobei jeder Massenpunkt die Tangentialge- 
schwindigkeit 1 
ZA X(VXM=Uuxdt 
besitzt. 

Führt man Koordinaten ein, so erhält man die infolge der reinen 
Deformation b) eintretenden Geschwindigkeitsunterschiede eines 
Punktes Q der Umgebung gegenüber dem Bezugspunkt P, indem 
man die unter (53) in Komponenten zerlegte Dyade der Deforma- 
tionsgeschwindigkeit mit dem Ortsvektor dr ==ide +jdy + fdz 


skalar a 


ðw 


du= "de e+ tz avtz 5 +5); 
ðw 


a Nereja tiat (+de; (66a) 
E e TE 


Ebenso ergibt sich für die Tangentialgeschwindigkeit der Drehung e): 


du= » —Lbdy-+ndz 
dv= ¢ġdx » — ¿dz (66b) 
dw= —nņndx 4 dy: «a 


en 1 (ðw ÒV =- er ðv ou 
57, ap 173 \d m)’ zl- Jy 


die Maßzahlen der Winkelgeschwindigkeit, also die schon vielfach 
verwendeten „Wirbelkomponenten“ sind. — 
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Der Geschwindigkeitsunterschied (65) 
dv = dr: Vo =dr:e— 5 dt X rotv 


zweier Nachbarpunkte führt zum Begriff der Geschwindigkeits- 
änderung eines Massenpunktes, also zur konvektiven Be- 
schleunigung, wenn man als Ortsvektor dr den von dem 
Massenpunkt in der infinitesimalen Zeit dż selbst durchlaufenen 
Weg einführt, also dr=vdt setzt. Dann wird 


4 
W p. Yo=4 v: (Vo +0 7)— Ft X Troto. (67) 


Dieser Ausdruck kann auf den früher gefundenen Ausdruck für 


die konvektive Beschleunigung [Ziff. 100 (65)] 

W p. Vo=} V (v-v) — vo X roty 
mittels der Anwendung des Entwicklungssatzes auf v X (V X v) 
und der Identität [Ziff. 80 (TV)] 


Y 
V (0-0) = 2(V 0) -0 = 20 - (0 V) 
zurückgeführt werden. 


§ 3. Spannungszustand. 


193. Reduzierte Spannung. Wenn in einer Massenverteilung 
ein Spannungszustand herrscht, so wirken auf ein beliebiges in- 
neres Flächenelement nach dem Reaktionsprinzip von beiden 
Seiten her entgegengesetzt gleiche Kräfte. Denkt man sich aus der 
Massenverteilung einen Teil herausgeschnitten, so wird ein ur- 
sprünglich bestehendes Gleichgewicht gestört. Um es wiederherzu- 
stellen, hat man an den Oberflächenelementen des herausgeschnit- 
tenen Teiles Ersatzkräfte anzubringen, die den ursprünglich von 
dem weggenommenen Teil ausgehenden Kräften gleich sind. Die 
auf ein Flächenelement wirkende Kraft heißt Spannung; die 
auf die Flächeneinheit bezogene Spannung wird reduzierte 
Spannung genannt und mit p bezeichnet. 

194. Gleichgewicht eines Spannungszustandes. Auf einen be- 
liebig herausgeschnittenen Körper wirken die Spannungen nur an 
der Oberfläche. Im Innern verschwinden sie nach dem Reaktions- 
prinzip; ebenso soll ihr Moment verschwinden. Außer den Span- 
nungen können Massenkräfte vorhanden sein, die, bezogen 
auf die Masseneinheit, mit & bezeichnet werden. Die Dichte des 
Körpers sei o. Dann sind die Gleichgewichtsbedingungen: 


[pdo + fo&dr = () (Schwerpunktsatz) (68a) 
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und: 
[tx pdo + [or X Kdr=0 (Flächensatz). (68b) 
Dividiert man die Gleichung (68a) durch die Oberfläche fdo 
des herausgeschnittenen Körpers und läßt hierauf Volumen und 


Oberfläche des Körpers gegen Null konvergieren, so erhält man: 


f fegar 


pdo 
lim Tao + lim —— =0. 


do do 


Der zweite Grenzwert verschwindet identisch, da der Zähler von 
höherer Ordnung Null wird als der Nenner, vorausgesetzt, daß oeR 
im Integrationsbereich endlich ist. Folglich muß 


ie =( 


fao 
sein; es muß der Zähler von höherer Ordnung verschwinden als 
der Nenner. Sein Verschwinden rührt also nicht allein von dem 
Verschwinden der Oberfläche her, sondern auch davon, daß die 
aneinem genügend kleinen Körper angreifenden 
Spannungen ein Gleichgewichtssystem bilden, 

Der analoge Schluß läßt sich für die Momente der Spannungen 
aus (68b) herleiten. 

195. Gleichgewicht am Tetraeder. Um die Gleiehgewichtsbe- 
dingungen in der Umgebung eines Punktes zu finden, soll ein 
kleines Tetraeder abgegrenzt werden, von dem drei Seitenflächen 
in die Ebenen eines rechtwinkligen Koordinatensystems fallen und 
die vierte Seite im ersten Oktanten liegt. Dann sind die Span- 
nungen, die an den vier Tetraederseiten von außen angreifen, im 
Gleiehgewicht. Oder: die an der vierten Seite angreifende Span- 
nung ist die Resultierende der drei Ersatzkräfte, die nach Weg- 
nahme des Tetraeders an den Koordinatenebenen angreifen: 


Prdo = pido cosa + pjdo cos f + pido cosy. (69) 


Mit do ist der Flächeninhalt der vierten Seite bezeichnet; docosa, 
docosß, docosy sind die Flächeninhalte der drei anderen Seiten, 
wenn a, ß, y die Richtungswinkel der äußeren Normalen n der 
vierten Seite bedeuten. Pa ist die reduzierte Spannung, die von 
außen her an der vierten Seite des Tetraeders angreift; Pi, Pj, Pa 
sind die reduzierten Spannungen, die nach Wegnahme des Tetra- 
eders an den Koordinatenebenen angebracht werden müssen. Bei 
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allen vier Spannungen gibt der Index n,t,j,f die Richtung der- 
jenigen Normalen an, die nach dem jedesmal weggenommenen 
Teil weist. 

Die aus (69) folgende Gleichung 


Pa= pi cos a + ypj cos 8 + pecos y (70) 


gibt, wenn das Volumen des Tetraeders gegen Null geht, eine Be- 
ziehung zwischen den reduzierten Spannungen an den Koordi- 
natenebenen und an einer beliebigen vierten Ebene durch den Ko- 
ordinatenanfang. (70) kann in die Form: 


Pa= (i cosa + j cos $ + Eeosy)-(ipi + ipit fpi) (71) 
gesetzt werden. Auf der rechten Seite ist der erste Faktor 
icosa + j cos £ + t cos y =n (72) 


der Einheitsvektor der Normalen der beliebig gewählten Ebene. 
Der zweite Faktor f ; 
ipi + jpi+ fpr=o (13) 
ist eine Dyade und soll als Spannungsdyade bezeichnet 
werden. Mithin wird die an einer beliebigen Ebene an- 
greifende reduzierte Spannung 
P= n-o. (74) 
Die Beziehung zwischen der Stellung einer Ebene 
und der an ihr angreifenden reduzierten Span- 
nung wird durch eine lineare Vektorfunktionver- 
mittelt, 
196. Gleichgewichtsbedingungen im Spannungsfeld. Bei Ein- 
führung der Spannungsdyade folgt aus (68a): 


ford + fdo-o=0. 


Hierbei bedeutet o eine von Punkt zu Punkt veränderliche Span- 
nungsdyade. Anwendung des Gaußschen Integralsatzes auf das 
zweite Integral ergibt: 


jeXdr + [V-odı=0. 
Da diese Gleichung für beliebig begrenzte Volumina gilt, ist 
oFtV-o=0. (75) 


Das ist die Gleichgewichtsbedingung zwischen den 
äußeren Kräften und den inneren Spannungen in 
irgendeinem Punkt eines Spannungsfeldes. 
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Führt man die Spannungsdyade auch in (68b) ein, so folgt 


[er x Rdr + fr X (do-)—=0 
oder ž $ 
ler x &drı—jdo: (0X t)=0. 


Nach dem Gaußschen Satz [Ziff. 84 (31°)] wird 
fot X Rdr— [V (0X dd=0, 
Aus dieser Gleichung folgt wie oben: 
orX R— V- (oXr)=0. (76) 
Das ist die Gleichgewichtsbedingung zwischen den Momenten der 
äußeren Kräfte und der inneren Spannungen. In dem zweiten 


Glied dieser Gleichung bezieht sich die Differentiation auf beide 
Faktoren. Es wird 


4 4 
er xXR—- VroxXr—V-oXt=0. 
Nach (75) reduziert sich diese Gleichung auf 


Vox : =0 
oder nach [Zift. 163 (119)] 
ox = 0. (77) 
Das ist aber nach Ziff. 139 die Bedingung dafür, daß die Span- 
nungsdyade o symmetrisch ist. 

Die zweite Gleichgewichtsbedingung (76) reduziert sich also auf 
die Bedingung der Symmetrie der Spannungsdyade und ist keine 
Bedingung zwischen den äußeren Kräften und inneren Spannun- 
gen, wenn die erste Gleichgewichtsbedingung erfüllt ist. 

197. Formeln für rechtwinklige Koordinaten. Die Spannungs- 
dyade v soll, bezogen auf ein Dreibein, in der Form 

o—=1i0, + jje,„—+ tto: 
37 ilr,.+ fj tayt Hitaat iltze t ijtzy t iltys (78) 
angesetzt werden. Wegen (77) ist ; 
Tyz™ Tzy, Tea Trz, Try Tyr. 

Um die Bedeutung der Spannungskoeffizienten, d. h. 
der Maßzahlen der Spannungsdyade o, zu erkennen, bildet man die 
reduzierten Spannungen für Flächenelemente, die den Koordinaten- 
ebenen angehören. Nach (73) und (78) ist: 

p= i-o=io, Sr ar Dee: 
p= ito = itys + joy Era; (79) 
p= t.o = ites t jtag oz. 
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Jede dieser drei reduzierten Spannungen ist in drei Komponenten 
zerlegt, von denen eine normal und zwei tangential sind. Ox, Oy, 0, 
sind die reduzierten Normalspannungen (Zug oder Druck) 
zu den Ebenen des Koordinatensystems. Die sechs Größen Tyz, Tzy, 
Tax, Tez; Try, Tys Sind reduzierte Schubspannungen; sie liegen 
in einer Ebene, deren Stellung durch den ersten Index gekenn- 
zeichnet ist, während der zweite Index ihre Richtung gibt. Aller- 
dings ist wegen der Symmetrie der Spannungsdyade und der dar- 
aus folgenden Gleichheit je zweier Schubspannungskoeffizienten 
die Reihenfolge der Indizes unwesentlich. 

Es soll jetzt die zu einer beliebig gerichteten Ebene gehörige 
reduzierte Spannung (74) 

pb=neo (80) 
in Komponenten in Richtung der drei Koordinatenachsen zerlegt 
werden in der Form: 

P = iPr F 1py+ Ép. 
Aus (78) liest man folgende Formeln ab: 
Pe = n +0 + Å = ț dr COSA + Tym COS Ê + Tem COS Y5 
Py= N'o] = Tey COS a +- dy COS P F Tey COS Y; (81) 
Pz = N'o. Ë = Tez COSA + Tyz COS Ê -+ 0z COS Y. 
Diese Gleichungen (81) werden als Cauchysche Gleichun- 
gen bezeichnet. 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich auch sofort die Grenz- 
bedingungen. An der Grenze des von der Massenverteilung 
erfüllten Gebietes wird die Spannung p durch eine äußere Flächen- 
kraft P ersetzt. 

Die Gleichgewichtsbedingung (75) zwischen den Mas- 
senkräften und den Spannungen in einem inneren Punkt zerfällt 
in folgende drei skalare Gleichungen: 


6, Toy OR, 
eX+ òs et dy Ri PR 0; 
Ò Toy òo, Ò tay 
z Or,, òo, 
r Eee 
198. Spannungsflächen. Die Tensorflächen der Spannungsdyade o 
2 F= r.o. r = const (83) 


oder in rechtwinkligen Koordinaten 


2 F= o, x° + oY + 0:2°+ 27,,0U + 212202 + 21,242 = const 
Lagally, Vektorrechnung. 17 
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werden als Spannungsflächen bezeichnet. Nach den Eigen- 
schaften der Tensorflächen ist 
grad F= r'o 
oder wenn man den Einheitsvektor des Ortsvektors mit n be- 
zeichnet, also r = rn setzt: 
grad F=rn.o=rp. (84) 
Greift man aus den Spannungsflächen eine beliebige heraus, so 
gibt ihre Normalenrichtung in jedem Punkt die Richtung der 
Spannung, die an einem Flächenelement angreift, das auf dem zu- 
gehörigen Ortsvektor senkrecht steht. Die Normalkomponente 
dieser Spannung ist 2F 
PRTRENT 
also umgekehrt proportional dem Quadrat. des BetragsdesOrtsvektors. 
Schneidet man das Feld der Spannungsflächen durch eine Ein- 
heitskugel vom selben Mittelpunkt, so ist in den Punkten dieser 
Kugel nach (84) grad F=p. 


Der Gradient des Feldes in einem Punkt der Einheitskugel ist also 
gleich der Spannung, die an einer Ebene angreift, welche auf dem 
Ortsvektor senkrecht steht. — 

Die Spannungsfläche einer isotropen Spannung, wie sie z.B. als 
isotroper Druck bei idealen Flüssigkeiten auftritt, ist eine Kugel. 

199. Hauptspannungen. Bezieht man die Spannungsflächen auf 
ihre Hauptachsen, so wird ihre Gleichung 

2F=0,r"+ oy" + 0,2°—= const; 

0, O, 0, heißen die Hauptspannungen. Die zu den Koordi- 
natenebenen gehörigen Schubspannungen verschwinden. Es gibt 
also drei ausgezeichnete, zueinander senkrechte 
Stellungen eines Flächenelements, für die die re- 
duzierte Spannung eine reine Normalspannung 
wird. 

200. Lame&sches Spannungsellipsoid. Die zu allen Stellungen 
eines Flächenelements gehörigen reduzierten Spannungen 

p= n.o 
sind die Ortsvektoren des Maßellipsoids der Spannungsdyade. 
Dieses wird Lamesches Spannungsellipsoid genannt. Aus 
IN Os, 


und 
n= i 


www.rcin.org.pl 


83. Spannungszustand. 259 
folgt als Gleichung des Lam&schen Ellipsoids: 
p-o? p=l. (85) 
Nach einer (Ziff. 147) aufgestellten Beziehung zwischen Einheits- 
kugel und Maßellipsoid entspricht einem Einheitsvektor n eine 
Spannung p, deren Betrag gleich dem Mittelpunktsabstand der- 
jenigen Tangentialebene des Lam &schen Ellipsoids ist, die auf n 
senkrecht steht; oder: der Betrag der reduzierten Span- 
nung, die an einem Flächenelement angreift, ist 
gleich derLängedes 
Lotes auf die par- See 
allele Tangential- 
ebenedesLam6&schen 
Ellipsoids (Fig. 72). 
201. Spannungsricht- 
tlächen. Die reziproken 
Tensorflächen der Span- 
nungsdyade o heißen IN 


Spannungsrichtflä- YN 
chen. Setzt man 
r-o =rp=p', (86) 
so wird ihre Gleichung 
2 F= p'. o1. p' = const. 
Der Ortsvektor p' hat die 
Richtung der Spannung p, unterscheidet sich im allgemeinen aber 


durch den Betrag. Der Gradient des Feldes der Spannungsricht- 
flächen ist 


Fig. 72. 


grad F= p'o l= r, 


gibt also die Stellung des Flächenelements, an dem die Spannung 
angreift. 

Die Richtung der Spannung, die an einem zu einer Tangential- 
ebene einer Spannungsrichtfläche parallelen Flächenelement an- 
greift, wird durch den nach dem Berührpunkt führenden Orts- 
vektor bestimmt. 


202. Cauchysches Spannungsellipsoid. Das reziproke Maß- 


ellipsoid der Spannungsdyade o wird erhalten, indem man die Ein- 
heitskugel | 


ol (87) 
lm 


oder 
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mittels (86) transformiert. Seine Gleichung ist 

To t= (88) 
es wird als Cauchysches Spannungsellipsoid be- 
zeichnet. Nach (87) ist der Betrag der Spannung, die an einem 
Flächenelement angreift, umgekehrt proportional dem Betrag des- 
jenigen Ortsvektors des Cauchy schen Spannungsellipsoids, der 
auf dem Flächenelement senkrecht steht. 


§ 4. Elastische Spannungen. 

203. Hookesches Gesetz. Wenn ein Volumenelement eine 
elastische Deformation erfährt, bestehen zwischen den Koeffizienten 
der Deformationsdyade e und den Koeffizienten der Spannungs- 
dyade o lineare Beziehungen. Das ist die Aussage des Hooke- 
schen Gesetzes in allgemeinster Form. 

Es soll nun ein isotropes Medium vorausgesetzt werden. In 
einem solchen fallen die Hauptdehnungsriehtungen mit den Haupt- 
spannungsrichtungen zusammen, und die durch gleich große redu- 
zierte Spannungen hervorgebrachten Verzerrungen sind gleich groß. 

Eine reduzierte Hauptspannung o, (» = 1, 2, 3) bringt eine redu- 


v 


zierte Dehnung von der Größe = hervor. Æ ist eine von der Rich- 
tung unabhängige Materialkonstante und heißt Elastizitäts- 
modul. Die Dehnung ist begleitet von einer Querkontraktion, 
d. i. einer negativen Dehnung in jeder zur Hauptrichtung senk- 


rechten Richtung von der Größe — x z; hier ist x das Verhältnis 
der Querkontraktion zur Dehnung und heißt Poissonsche Kon- 
stante. 

Es soll nun ein Quader betrachtet werden, der in Richtung der 
Hauptspannungen orientiert ist. Die Einheitsvektoren in Richtung 
der Hauptspannungen sollen i, izi, heißen. Die reduzierte Haupt- 
spannung o, bringt in den Richtungen t,, İs, i, die reduzierten Deh- 
nungen 6, 0; q, 

E?’ PANTELE 
hervor. Ähnlich die beiden anderen Hauptspannungen. 


In der Richtung i, treten neben der Dehnung 2 die Querkon- 
traktionen —x $ und —s auf. Ihre Summe gibt die Haupt- 


dilatation e, in Richtung i: 


o; 0, Os 
& =- 2— x 
1 E E E 
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oder: 


1+x x 
13= a p at at o). 


Ähnlich &, und £z. 
Bei Zugrundelegung des eingeführten Koordinatensystems ist 

die Deformationsdyade 

e= i 4 eiit Esis ig, 
die Spannungsdyade 

o=o ii t oiie + ogigig. 
Ihre ersten Invarianten sind: 

erm e, F ET 8%, 


iea a A 05. 
Mithin wird 


x 
a 7 Bl a a E 
1+x x 
e= = o — 59 (89) 
1+x x 
s= 54 


und zwischen den beiden Dyaden e und o besteht der Zusammenhang 
1-+x x 
=o I (90) 

Diese Gleichung gibt das Hookesche Gesetz für isotrope 
Medien in der eingangs formulierten Auffassung. 

Aus (90) folgt ein linearer Zusammenhang zwischen den ersten 
Invarianten £; und o;: 
1-+x 3x 1— 2x 


a=- FI (91) 
Die Gleichung (90) läßt sich also in die Form 


x 
E ia 
bringen und nach s auflösen; man erhält dann das Hookesche 
Gesetz in der Form: 


zur HE m A 7 u 
A ETNE E E EET s 
oder kürzer: 
o= 2 ue + iel, (92) 
wenn man die Lam éschen Konstanten 


xE E 


ET E AA TE T 


einführt. 


www.rcin.org.pl 


262 Kapitel 5. Die wichtigsten Dyaden der Mechanik. 


204. Hookesches Gesetz für rechtwinklige Koordinaten. Be- 
zieht man in einem elastischen Spannungsfeld die Umgebung 
eines Punktes P auf ein beliebiges rechtwinkliges Koordinaten- 
system mit dem Scheitel in P, so besteht zwischen den Spannungs- 
und den Deformationskoeffizienten nach dem Hookeschen Ge- 
setz (90) bzw. (92) folgender Zusammenhang: 


1 x 
se > ers 5 (Ox + oy + 02); 


1 | 
Yazy — Toy USW. 
Or = 2 UEn + Act Ey + £2); 
Toy 2 UYzy USW. 


205. Virtuelle Formänderungsarbeit. Die Punkte einer kon- 
tinuierlichen Massenverteilung im Gleichgewichtszustand sollen 
durch einen Ortsvektor r festgelegt werden. Erfährt jeder Punkt 
der Massenverteilung unter der Wirkung äußerer Kräfte eine Ver- 
rückung b, so tritt eine Deformation ein, die vom Auftreten eines 
Spannungszustandes begleitet ist. Die auftretenden Spannungen 
halten den äußeren Kräften das Gleichgewicht. Wird der Span- 
nungszustand als elastisch vorausgesetzt, so gilt das H o o k e sche 
Gesetz. 

Es soll nun eine zweite virtuelle Verrückung ôb vorgenommen 
werden und die Arbeit der äußeren Kräfte, also der Massen- 
kräfte o und der auf die Begrenzung wirkenden Oberflächen- 
kräfte P — p unter der Voraussetzung berechnet werden, daß 
dieSpannungen ungeändertbleiben. Diese Arbeit ist 


ôA = [eft-öndr + [p-öndo. 
Das zweite Integral wird bei Einführung der Spannungsdyade o 
[p-övdo = [n-0-övdo— [do -o-ön. 


Führt man das Oberflächenintegral mittels des G au B schen Inte- 
gralsatzes in ein Raumintegral über, so erhält man für die Arbeit 
den Ausdruck 


8A—[oR-övdı + |V -(0-ön)dı 
und durch Ausführung der Differentiation 


$ 
ÒA = [oR-öndr + [(7-0)-öndr + [V -0-ôbdr. 
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Nach Ziff. 196 (75) verschwindet die Summe der beiden ersten Inte- 
grale. In dem letzten Integral wird nach Ziff. 163 (116) 


4 4 4 
V -0-80 = V (ôb 0) = Y 8Y -+0 
gesetzt. Mithin wird 
y A Y 
8A— |V ðb- -odr = fV 0- odr. 


An Stelle der Verzerrungsdyade \V v kann ihr symmetrischer Teil, 
die Deformationsdyade e€, eingeführt werden, weil das doppelte 
skalare Produkt aus einer symmetrischen und einer antisymme- 
trischen Dyade identisch verschwindet [Ziff. 161 (11)]. Also wird 

ôA = [öe--odı (94) 
oder Sai 

ôA ==öje--odı (95) 
die bei der virtuellen Verrückung ôb geleisteten 
Formänderungsarbeit. Dabei ist o als konstant zu betrachten. 

206. Wirkliche Formänderungsarbeit bei elastischem Span- 

nungszustand. Die bei einer wirklichen Verrückung von den 
äußeren Kräften geleistete Formänderungsarbeit unterscheidet 
sich von der virtuellen Formänderungsarbeit dadurch, daß die 
Spannungen während der Verrückung nicht konstant bleiben, son- 
dern Funktionen der eintretenden Verzerrungen sind. Es ist also 
bei wirklichen Verrückungen nicht zulässig, in (94) 


ôA= [öe--odı 


das Variationszeichen ö vor das Integral zu setzen, wie das bei 
konstantem o erlaubt ist. 
Nach dem Hookeschen Gesetz (92) wird 
8A— [öe--|2us + AsıT}dr. 
Um das Integral umzuformen, bemerkt man, daß 


der. Òe e) 


em re, 


ist. Damit wird A ; 
BA j (ndte-0) + 5 dei?)dr 
oder 3 
A= (uee + $ a’)dr. 
Bisher wurde nur die Formänderungsarbeit ôA bei einer kleinen 
Verzerrung betrachtet. Die gesamte von den äußeren Kräften ge- 
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leistete Formänderungsarbeit, ausgehend vom spannungslosen Zu- 
stand bis zum betrachteten Spannungszustand, also die ganze in 
dem Körper aufgehäufte Spannungsenergie ist 


A= [were + Zer)dr. (96a) 


Dieser in e quadratische Ausdruck kann mit Hilfe des Hooke- 
schen Gesetzes umgeformt werden, und zwar in doppelter Weise. 
Ersetzt man nur einen Faktor € durch o, indem man nach dem 
Hookeschen Gesetz (92) 


o Å 
ME=5 - 4 


einführt, so kommt 
A = |e — 5 elere + 5 e?)dr 


oder (man bemerke das Auftreten des Faktors in Gegensatz 


2 
zu (94)! 
on A=z fo.-ede. (96) 


Ersetzt man auch den zweiten Faktor £ durch v, so ergibt sich 


oder 4 3 
au ow 


In (96a) und (96b) lassen sich noch die Invarianten nach Ziff. 162 
(115) auf die Fundamentalinvarianten reduzieren; dann ergeben 
sich folgende Ausdrücke für die Spannungsenergie: 


A =| A+ 2u)je— 2uen)dt; (97a) 


A= [0° 20 + x)ondr. (971) 


207. Elastisches Potential. Die nach (96°) in der Volumeinheit 
enthaltene Spannungsenergie 


Il =s 00: (98) 


to = 


wird als elastisches Potential bezeichnet. Da bei elasti- 
schem Spannungszustand das Hookesche Gesetz gilt, kann das 
elastische Potential entweder als Funktion der 
Spannungsdyade allein oder als Funktion der De- 
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formationsdyade allein aufgefaßt werden; nach 
(96b) bzw. (96a) wird 


1 ; 
I= oo 5,07; (99a) 
H= pene +$ E. (99b) 


Bei einer Variation des elastischen Spannungszustandes tritt eine 
Änderung des elastischen Potentials ein: 


ò= $ [boe +0- ðe]. 


Man kann zeigen, daß die beiden auf der rechten Seite auftreten- 
den Summanden einander gleich sind. In der Tat ist nach dem 
Hookeschen Gesetz (92) 

Ôo.. e = (Zue + del) »e—=uöle-e)+ 3 ĝe’; 


o+- e = (Zue + erT) -+ ðe = uô (e -+ £) + : ðe”; 


ae 60. 2=0+.Öde. 


Infolgedessen gelten für die Änderung des elastischen Potentials 
folgende beiden Ausdrücke: 
ölIl=e--öo; (100a) 
ôI =o.. ôe. (100b) 
Wird das elastische Potential als Funktion der 
Spannungsdyade betrachtet, so erlaubt (100a) die Berech- 
nung der zugehörigen Deformationsdyade durch einen 
Differentiationsprozeß. Ebenso erhält man nach (100b), 
wenn das elastische Potentialals Funktion der De- 
formationsdyade betrachtet wird, die zugehörige Span- 
nungsdyade durch einen Differentiationsprozeb. 
208. Elastisches Potential für rechtwinklige Koordinaten. Be- 
zieht man Spannungs- und Deformationsdyade auf ein Dreibein, so 
nehmen die Ausdrücke (98) und (99a, b) für das elastische Po- 
tential folgende Gestalt an: 


z 
I= 5 [0284 Oy £y + 0:84 2tayYayt ZTæzYze t 2Tyz7yz]; (101) 
IES 2 ə 9 A = . 
I= an loz? + oy? + 022+ 2tay® + 21a + 27,22) 
[x JĒ (0s + oy + %)?; (01a) 
I= plea? Eyt 824 2ye? t 2y22°+ 27y] 
a $ (Es + Ey F 8). (101b) 
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Für die Berechnung der reduzierten Spannungen 
bzw. der Dilatationen und Ausweitungen ergeben sich 
nach (100a, b) aus (101a, b) die Formeln: 


ol ol 
d, = usw; or, = 2 yzy USW.; (102a) 
ol ol 
08, u Or 


Diese Gleichungen stimmen nach Ausführung der Differentiationen 
mit (93a,b) überein. 
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§ 1. Transformation der Basis und der Maßzahlen. 


209. Ziel der Untersuchung. Bei den bisherigen Untersuchungen 
stand die gerichtete Strecke als Bild des Vektors im Mittelpunkt; 
unbeschadet der Erkenntnis, daß ein tiefer liegender Begriff, nänı- 
lich der Vektor als Gedankending, als Zahl höherer Art dahinter 
steht, und daß die in der Vektorrechnung auftretenden Verknüp- 
fungen gerichteter Strecken nur die geometrischen Bilder von 
Operationen mit Zahlen höherer Art sind. Diese geometrische Auf- 
fassung erwies sich in allen behandelten Fällen als hinreichend 
für die Entscheidung darüber, ob eine geometrische oder physika- 
lische Größe Vektorcharakter besitzt oder nicht. 

Die Zerlegung eines Vektors in Komponenten wurde verwendet 
einerseits zum Übergang von der formalen Vektorrechnung zur 
skalaren Rechnung in Koordinaten, anderseits gelegentlich zur 
Führung von Beweisen von Sätzen der Vektorrechnung mittels ska- 
larer Operationen. Die Definition der gerichteten Strecke als geo- 
metrisches Objekt und ihre Unabhängigkeit vom Koordinaten- 
system ließ es angezeigt erscheinen, letzteres möglichst einfach zu 
wählen, d. h. entweder unter Benützung von Strecken und Rich- 
tungen der Figur selbst, oder als rechtwinkliges Koordinaten- 
system von gleichen Maßstäben. Trotz der Erkenntnis der Mög- 
lichkeit, jeden Vektor auf eine beliebige Basis zu beziehen, wurde 
von dieser Möglichkeit kaum je Gebrauch gemacht. 

In diesem Kapitel werden nun die Vektoren grundsätzlich auf 
eine beliebige Basis bezogen und das Verhalten der Maßzahlen 
beim Übergang zu einer anderen Basis untersucht. Diese Unter- 
suchung erweist sich als äußerst fruchtbar; sie führt zu einer 
endgültigen analytischen Klarstellung des Vek- 
torbegriffs. Zwischen einer gegebenen Transfor- 
mation der Basis und der hierdurch bedingten 
Transformation der Maßzahlen eines Vektors 
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wird ein Zusammenhang erkannt, der für die Vek- 
toren charakteristisch ist. 

Die Transformationstheorie der Vektoren führt überdies zu der 
Möglichkeit einer Erweiterung des Vektorbegriffs 
und zur Definition von Vektoren, die im Raum unserer Anschau- 
ung, dem Euklidischen Raum, im allgemeinen kein geo- 
metrisches Bild besitzen. Von dieser Möglichkeit einer Erweite- 
rung ist im folgenden nur in ziemlich engen Grenzen Gebrauch 
gemacht; im nächsten Kapitel wird der Vektorbegriff und die Vek- 
torrechnung für krumme Flächen und Riemannsche 
Räume entwickelt, jene gedachten Räume, welche zwar in der 
Umgebung eines jeden Punktes, aber nicht in endlichen Gebieten 
eine Euklidische Metrik besitzen. 

210. Einführung einer neuen Basis. Ein Vektor r, den man sich 
etwa als Ortsvektor vorstellen mag, sei auf eine Basis mit den Grund- 
vektoren &,, &,, 8; bezogen. Seine Maßzahlen seien x', x°, x; dabei sind 
1,2,3 Indizes, die aus Gründen, die wir später (Ziff. 221) angeben, als 
obere Indizes geschrieben werden. Der Vektor t hat also die Gestalt 


Re A ze Dre. (1) 
2 


Nun soll eine neue Basis &, &,, €, eingeführt werden; der Vektor 
nimmt dann die Gestalt 
epa + a a = 27 (2) 


an; 2, Z, 2° sind die neuen Koordinaten seines End- 
punktes und sollen, wenn ĉ, &%, €, gegeben sind, berech- 
net werden. 

Da č, &, &, nicht komplanar sein dürfen, lassen sich zunächst 
die alten Grundvektoren e,, €z €, linear durch sie ausdrücken 
unter Verwendung von 9 Koeffizienten c‘, die mit einem unteren 
und einem oberen Index (i, k=1,2,3) geschrieben werden sollen: 

¿= cE IEOS A 

1z 2; ne nr 7 a Tre D 
e= ei t elat ts e= Leit, O A (3) 
ge cë, + AA + AA 

Die Koeffizienten c* sind die Koordinaten der Endpunkte der 
Vektoren e; in dem neuen System; ihre Determinante 


Ga CA I 
1 1 
1 2 3 
ee 
c rd 2 2 
o U A 
3 3 3 
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ist von Null verschieden, da ihr Verschwinden eine lineare Be- 
ziehung zwischen e,, €% €; zur Folge hätte. 
Durch Einführen von (3) in (1) nimmt r folgende Gestalt an: 


r= (da + +), t (dr ++) 


N Bm B m2 B m35 
haspı +2! ea’ +22); 
somit wird nach (2) z = 5 4 


T= ox t or H 08 | 
ne oa + er? + ax {T= PE Ge 2A) 


P= Aa a + ar 


8 


8 


Die neuen Koordinaten gehen aus den ursprünglichen durch 
eine lineare Transformation (4) hervor; die Transformation (4) 
heißt zur Transformation (3) transponiert; im Schema der 
Koeffizienten sind Zeilen und Spalten vertauscht. 

Da die Transformationsdeterminante c nicht verschwindet, sind 
die Gleichungen (3) und (4) nach &,, &,, &, bzw. &,, &, #, auflösbar. 
Bezeichnet man (vgl.Ziff.136)denreduzierten,d.h. mitder Deter- 
minante c selbst dividierten Minor eines Elements c* in c mit či, 
also etwa 


so gelten nach bekannten Sätzen über adjungierte Determinanten 
folgende Beziehungen 
1al 12 138__4. 
ce + aa + et 1; 
2 „1 2,2 228 EEE 
er E A) usw., 
allgemein: K 
Sea]: 
he (5) 
aa 5 
PG o GEK. 
Die Determinante der reduzierten Minoren č? soll mit © bezeichnet 
werden: 


a | 
TA 
> 2 a æ 
č = ci G A p 
| E ë 8 
ARE TE AN) 


aus (5) folgt sofort nach dem Multiplikationssatz der Determi- 
nanten: 


1 00 
ec=10 1 011. (6) 
o0 0 1 
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Jetzt läßt sich die Auflösung der Gleichungen (3) sofort aus- 
führen; multipliziert man sie der Reihe nach mit &, ©, ©) und 
summiert, so ergibt sich 

Ge ef T'es + či eg = ĉi; 
ähnlich &, und &,. Die Auflösung von (3) geschieht durch die zu (3) 
inverse Transformation: 
u esi ies] 
e= eie t et Ee 
= ĉe, + če, + č ez 


t= Pin G, k)= al 2, 3). (7) 


Ebenso geschieht die Auflösung von (4) durch die zu (4) inverse 
und zu (7) transponierte Transformation: 
iR + + p 
= gg +2 Zu Go a (8) 


211. Kogredienz und Kontragredienz. Die Zusammenstellung 
der Transformationsformeln ergibt 


ei = ac; t= A èk; (9a) 
BE e Nak 
= 40 - BR ; (9b) 


Man bezeichnet die Transformation (9b), welche die Ko- 
ordinaten ineinander überführt, ais kontragredient zu der 
Transformation (9a), welche die Grundvektoren ineinander über- 
führt. Die zu einer gegebenen Transformation kontragrediente ist 
also invers zur transponierten Transformation. Man nennt auch 
die Größensysteme der Koordinaten und der Grundvektoren 
selbst zueinander kontragredient. 

Allgemein nennt man jedes Größensystem, das durch dieselben 
Formeln wie die Grundvektoren transformiert wird, zu ihnen Ko- 
gredient, während jedes Größensystem, das wie die Koordina- 
ten transformiert wird, zu den Koordinaten kogredient und zu 
den Einheitsvektoren kontragredient heißt. Kontragredienz 
ist eine gegenseitige Eigenschaft; Kogredienz und Kontragredienz 
sind Begriffe, die erst bei Angabe eines Bezugssystems Sinn erhalten. 

Um nicht immer ein Bezugssystem angeben zu müssen, bezeich- 
net man zu den Grundvektoren kogrediente Größen kurz als ko- 
variant, zu den Grundvektoren kontragrediente Größen kurz 
als kontravariant. 
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Es ist gebräuchlich, kogrediente Größen durch gleiche Stellung 
der Indizes zu kennzeichnen, kontragrediente durch entgegenge- 
setzte Stellung der Indizes; und zwar Grundvektoren 
und kovariante Größen durch untere Indizes, Ko- 
ordinatenundkontravariante Größen durch obere 
Indizes. 

Diese Regel hat bereits Anwendung gefunden bei Einführung der 
Grundvektoren e,, €z, &; und der Maßzahlen zt, z?, 2°. Man bemerkt, 
daß der Vektor r in der Gestalt (1) 


t=2 ft; 
2 


als eine Summe von Produkten entsprechender Ele- 
mente zweier zueinander kontragredienter Größen- 
systeme erscheint. 

Was die Stellung der Indizes in den Größen c* betrifft, so mag, 
vorbehaltlich genauerer Begründung, folgende Bemerkung genügen: 
in allen bisher aufgetretenen Summen kommt der (variable) Sum- 
mationsindex in jedem der zu summierenden Glieder in zwei Fak- 
toren vor, und zwar einmal an unterer, einmal an oberer Stelle. 

212. Koordinatentransformation und affine Abbildung. Die 
den Transformationsformeln (9a) und (9b) zugrundeliegende Auf- 
fassung soll noch einmal ausgesprochen werden. Der Raum, in dem 
die durch ihre Koordinaten gegebenen Punkte liegen, ist starr, und 
die gegebenen Punkte sind feste Punkte des Raumes. Ihre Lage 
wird durch die Koordinatentransformation nicht geändert; die 
Ortsvektoren sind geometrischinvariante Größen. 

Geändert wird das Koordinatensystem und zwar sowohl bezüg- 
lich der Richtung der Achsen als auch der Maßstäbe auf den Ach- 
sen. Dabei ändern sich die Koordinaten von (im allgemeinen) 
sämtlichen im Endlichen gelegenen Punkten mit Ausnahme des fest- 
bleibenden Anfangspunktes. Aus den Transformationsformeln ist 
ersichtlich, daß es (mit gewissen Einschränkungen) möglich ist, 
die Koordinaten dreier beliebig gewählter Punkte im neuen System 
beliebig vorzuschreiben. Dann bestimmen sich die c® durch Auf- 
lösung von 9 unhomogenen linearen Gleichungen, und damit die 
neue Basis. 

Die geometrisch invarianten Ortsvektoren werden 
durch analytisch invariante Ausdrücke dargestellt: 


= Sr, Ir, 
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d. h. durch Ausdrücke, deren Aufbau durch die Transformation 
nicht zerstört wird, während die in ihnen auftretenden Größen sich 
in der durch die Transformation bestimmten Weise ändern. 

Wenn man sich auf die Transformationsformeln (9b) für die Ko- 
ordinaten beschränkt und die transformierten Koordinaten in dem 
ursprünglichen Koordinatensystem aufträgt, so erhält man eine 
affine Abbildung des Raumes. Jetzt kann man drei gegebenen 
Punkten drei beliebig gewählte Bildpunkte zuordnen, während der 
Anfangspunkt fest bleibt. Geometrische Beziehungen zwischen 
Punkten, welche durch affine Abbildungen nicht zerstört werden, 
also affininvariant sind, finden ihren Ausdruck in (skalaren) 
Gleichungen, deren Aufbau durch die Transformation (9b) der Ko- 
ordinaten nicht zerstört wird. — Auch die Transformationsformeln 
(9a) für die Grundvektoren allein führen, wenn man die Koordi- 
naten festhält, zur affinen Abbildung, und zwar in einer Form, die 
der Darstellung mittels Dyaden eng verwandt ist. 

Die Gesamtheit der Koordinatentransformationen und ebenso die 
der affinen Abbildungen des Raumes bilden eine Gruppe. 

213. Gruppe der Drehungen und Spiegelungen. In der Gruppe 
der Koordinatentransformationen nimmt die Untergruppe der 
Drehungen und Spiegelungen des Koordinaten- 
systems eine ausgezeichnete Stellung ein; sie ist unter der 
einschränkenden Voraussetzung rechtwinkliger Ko- 
ordinatensysteme mit gleichen Maßstäben für alle 
3 Achsen in Ziff. 9 bereits untersucht worden. Die Koordinaten 
werden in diesem Fall durch dieselben Formeln transformiert wie 
die Einheitsvektoren, und zwar durch eine orthogonale Trans- 
formation. In unserer jetzigen Bezeichnung ist 


= G; 
der Unterschiedzwischen Kogredienzund Kontra- 
gredienz ist verschwunden. 

Aus den Formeln Ziff. 211 (9a, b) gehen die spezielleren Formeln 
Ziff. 9 (23a, b) für Drehung und Spiegelung des Koordinatensystems 
hervor. Bezeichnet man mit 

EEA 35 
o (d 
einen Vektor, bezogen auf 2 Dreibeine i,,t,,1, und i, 1,, 13, und mit 


a, die 9 Richtungswinkel der Achsen der beiden Dreibeine gegen- 
einander, so lassen sich diese Formeln folgendermaßen zusammen- 
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fassen: 
= 008. Leinask; 
T T 


RNN \ 
= 2.0080. = 300% - 
T T 


Zwischen einer Koordinatentransformation und der nach der 
vorigen Ziffer zugeordneten affinen Abbildung besteht für die 
Gruppe der Drehungen und Spiegelungen ein einfacher geometri- 
scher Zusammenhang. Bei einer Drehung des Koordinatensystems 
bestimmt zunächst jeder feste Punkt des Raumes in jedem der 
beiden Koordinatensysteme ein Prisma, dessen Kanten die Maß- 
zahlen x!, x, x? bzw. &!, 2°, Z haben. Will man nun die über- 
strichenen Koordinaten in das ursprüngliche System eintragen, so 
kann das in der Weise geschehen, daß man die Drehung des Ko- 
ordinatensystems rückgängig macht, dabei aber das zweite Prisma 
und den ganzen Raum mitnimmt. Die Gleichungen (9b) vermitteln 
dann eine Drehung des Raumes als Sonderfall der 
affinen Abbildung. Ähnlich kann man aus einer Spiegelung 
des Koordinatensystems eine Spiegelung des Raumes als 
Sonderfall der affinen Abbildung herleiten. 

Drehung und Spiegelung des Raumes wird bei Ver- 
wendung eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit gleichen 
Maßstäben durch eine orthogonale Transformation geleistet unter 
Aufhebung des Unterschieds zwischen Kogredienz und Kontra- 
gredienz. Dieser Satz begründet die bevorzugte Stellung der recht- 
winkligen Koordinatensysteme und die Einfachheit des Rechnens 
mit ihnen in der metrischen Geometrie. 
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214. Einführung der reziproken Basis. Die Transformations- 
theorie der Vektoren zeitigt weittragende Ergebnisse, wenn man 
neben der gegebenen (kovarianten) Basis e,, e», e, noch die rezi- 
proke Basis e', e?, e° einführt. Die Bezeichnung der reziproken 
Grundvektoren durch obere Indizes findet ihre Berechtigung in 
dem fundamentalen Satz: Die Grundvektoren der rezi- 
proken Basis sind zu denen der gegebenen Basis 
kontragredient; sie bilden also ein kontravariantes Größen- 
system. Dieser Satz wird in der nächsten Ziffer bewiesen. 

Zunächst sollen auf Grund der Ergebnisse von Ziff. 24, in wel- 
cher die Eigenschaften reziproker Grundsysteme studiert wurden, 

Lagally, Vektorrechnung. 18 
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die wichtigsten Formeln für die reziproken Grundsysteme e}, €, €s 
und et, e°, e° in dieser neuen Bezeichnung angeführt werden. 
Die Bedingung der Reziprozität ist 


Re ee el, 2, BR (10a) 

eae MEN 8) (10b) 
Die Grundvektoren des einen Systems lassen sich aus denen des 
anderen berechnen mittels der Formeln: 


REIST ae EEE E 2 


=“ = = 11 
CEAN [e1 ezes] ? [e1 825] ara 
und ge ee>< e , ST ex oi j DR e? ; (1 h) 
ae [e! e2e3] 9 [e1 e2e3] 9 Bis. [e! e23] 


Zwischen den gemischten Produkten besteht die Beziehung 


[ereses]|enese- ie (12) 
— Jeder auf die ursprüngliche Basis bezogene Vektor 
= = AN 


mit den kontravarianten Maßzahlen x’, 2°, x° kann nun auf die 
reziproke Basis bezogen werden. Setzt man den Satz von der Kon- 
travarianz der reziproken Grundvektoren e!, e°, eè als bewiesen 
voraus, so bilden die zugehörigen Maßzahlen, als zu den reziproken 
Grundvektoren kontragredient, ein kovariantes Größensystem; man 
ist also berechtigt, sie durch untere Indizes zu kennzeichnen und 
den Vektor t in die neue Gestalt 
une 

zu setzen’). ' 

215. Transformation reziproker Systeme. Es sollen jetzt die 
beiden reziproken Systeme von Grundvektoren e; und e’ durch ge- 
eignete Transformationen in zwei neue Systeme von Grundvek- 
toren &; und © transformiert werden, die wieder zueinander reziprok 


sind. Der Vektor 
t= Ira nie (13) 


soll durch diese Transformationen in die Formen 


= Say = Ice 
2 


2 


1) Vielfach werden kontravariante und kovariante Vektoren unterschieden. 
Diese Bezeichnung und Unterscheidung ist irreführend. Jeder Vektor kann 
nach Wahl so geschrieben werden, daß seine Maßzahlen kontravariant 
oder kovariant sind. Siehe Hessenberg, l. e. S. 307. 
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übergeführt werden. Die Transformation für die e; soll wie in (9) 
durch % 

PA Log, (14) 

k t 
gegeben sein. Hieraus ergeben sich nach (9) die inverse Trans- 
formation und die Transformation für die Koordinaten «’. 
Dann erhält man die Transformationsformeln für das reziproke 

System e’, x; in folgender Weise. Multipliziert man den Vektor 


r= Z are" 
skalar mit e;, so folgt 
Li = l'li. (15a) 
Ebenso ist ) 
me lee (15h) 


(153) wird nach (14) 


at Et = Fdr-e: 
met Zi — Fir; 


hieraus ergibt sich nach (15b) die endgültige Transformations- 
formel Ferz, (16) 

Es sind also in der Tat die Koordinaten &; zu den Grundvek- 
toren €; kogredient. 

Aus (16) folgen in bekannter Weise die inverse Transforma- 
tion und die Transformation für die Grundvektoren e‘, die also zu 
den e; kontragredient sind. 

Das vollständige System der Transformations- 
formeln, die in (9) bereits für die Transformation eines Grund- 
systems aufgestellt sind, ist also für zwei reziproke Grundsysteme: 


wre u= Fe, 
17a) 
N SFR ME ehem 5 ( 
weh Tim A C Dp; 
E A S 
: Jaag 17b 
D= Pi Fi — DIE n ( ) 


In diesen Formeln sind die kovarianten, d.h. zu den Grund- 
vektoren & kogredienten Größen durch untere Indizes be- 
zeichnet, die kontravarianten, d. h. zu den e; kontragre- 
dienten Größen durch obere Indizes. 

Damit ist der fundamentale Satz über die Transformation rezi- 
proker Grundsysteme vollständig bewiesen. 

216. Übergang von einer Basis zur reziproken. Zur wirklichen 
Berechnung der Grundvektoren der reziproken Basis sind die For- 

18* 
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meln (11a) ziemlich unbrauchbar; ebenso fehlen uns noch For- 
meln, welche die kovarianten Maßzahlen eines mit kontravarian- 
ten Maßzahlen gegebenen Vektors zu berechnen erlauben. 

Wenn die Grundvektoren &,, &, e; die Längen (Beträge) e,, &, €; 
haben und die Winkel %,,, Òig, 9, miteinander bilden, sind ihre 
skalaren Produkte 

eit e= e;?; er ek= erek COS dir; 
sie sollen abkürzend mit 

ei ek= Yin = Iki EA k= m 3) (18a) 
bezeichnet werden. Die Größen gi:, gir bestimmen ihrerseits die 
Gestalt des von den Grundvektoren gebildeten Dreikants. Damit 
ist auch die Gestalt des Polardreikants bestimmt; man erkennt 
also, daß die skalaren Produkte der reziproken Grundvektoren 
durch die gix bestimmt sind. Sie sollen mit 

nn le 8) (18b) 
bezeichnet werden; der Zusammenhang zwischen den Größen- 
systemen gix und g’* wird sich in Kürze ergeben. 

Um die Gleichung 

zu Are (19) 
nach beiden Reihen von Maßzahlen aufzulösen, multipliziert man 
sie skalar mit e* bzw. ex und erhält 

at zz: (20a) 
Zk = Sg. (20 b) 


Das System (20b) kann auch aus (20a) durch Auflösung nach den 
x; abgeleitet werden; man erkennt, daß die 9;x die reduzierten 
Minoren der Determinante der g‘* sind und umgekehrt. Es gelten 
also die Beziehungen (vgl. Ziff. 136) 
ZIrg"—=0 (für k F D; 


. 1 
ZgIng"—1. =, 


Die gik und g‘* stehen in der gleichen Beziehung wie die c* und 
= in (5). 

Durch Einsetzen von (20a, b) in (19) erhält man auch den Zu- 
sammenhang zwischen beiden Reihen von Grundvektoren in der 


Form: EP tn (22a) 
er = Z gi k ei, (22 b) 


www.rcin.org.pl 


§ 2. Bildung von Invarianten. 277 


Diese Formeln ersetzen die unter Verwendung von Vektorpro- 
dukten geschriebenen Formeln (11) und sind für die Anwendungen 
geeigneter als jene. Die für skalare und vektorielle Größen ganz 
gleich gebauten Formelgruppen (20a, b) und (22a,b) erlauben 
ganz allgemein den Übergang von kovarianten Größen 
zu kontravarianten und umgekehrt oder, wie man 
häufig unter Betonung einer zwar unwesentlichen, aber charakte- 
ristischen Äußerlichkeit sagt, das Heben und Senken eines 
Index. 

217. Metrische Fundamentalform. Die Einführung der Größen 
gir und 9°* erlaubt, skalare Produkte von Vektoren bei Zugrunde- 
legung einer allgemeinen Basis und der reziproken Basis zu be- 
rechnen, und zwar in verschiedenen Gestalten. 

Zunächst soll das skalare Produkt eines Vektors 


== er — ae 
t 1 


mit sich selbst berechnet werden. Mit kontravarianten Maßzahlen 
erhält man 
ee 

= gys HS NER F Ya (2) H gT T ya?’ + 95; l) 


oder pes 
tt = È girt a", (23a) 
aA 


Ebenso ist mit kovarianten Maßzahlen 
ei — TI" titr. (23b) 
TN 


Endlich erhält man eine wichtige Gestalt des skalaren Produkts, 
wenn man den einen Faktor mit kontravarianten, den andern mit 
kovarianten Maßzahlen ansetzt: 


tac zarte Ère 


= r'r H rrt r'r 
oder Epy 
PH (23e) 
t 


Man bezeichnet die für das skalare Produkt r-r==r? erhaltene 
quadratische Form als metrische Fundamentalform; sie 
ist in (23a, b, c) unter 3 verschiedenen Gestalten berechnet; gik 
und g°* heißen ihre Koeffizienten oder die metrischen Funda- 
mentalgrößen. 
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Bildet man jetzt das skalare Produkt zweier Vektoren 
vu Fri rt 


so führt der Ansatz : : 
oc Sue Ey" êk 


auf 
te 3 = FIRE". (24a) 
Ebenso erhält man í 
t. = FI" tiyr (24b) 
und 
= 2x y= Zrii. (24 e) 


Für r-3 ergibt sich eine bilineare Form, die Polarform der 
metrischen Fundamentalform, in 3 verschiedenen Ge- 
stalten (24a, b, ce). 

Bezeichnet man den Winkel der beiden Vektoren r und 3 mit 
ð, so ist 

r-8=|r |3|cosd, 
also 

cosd = eyes z (25) 
Während eine Länge durch die metrische Fundamentalform 
selbst gegeben ist, erfordert die Berechnung eines Winkels noch 
die Hinzunahme ihrer Polarform. 

Alle Ausdrücke, die mittels der metrischen Fundamentalforın 
und ihrer Polarform gebildet werden können, sind metrische 
Invarianten. 

Man darf nicht übersehen, daß bei einer allgemeinen Trans- 
formation des Koordinatensystems die gix ihre Werte ändern; das ist 
geometrisch selbstverständlich und der analytische Ausdruck der 
Tatsache, daß das skalare Produkt nicht affin invariant ist. Nur 
bei Drehungen und Spiegelungen des Koordinatensystems bleiben 
die g:x unverändert. — Bei allgemeinen Transformationen 
m'acht die gleichzeitige Verwendung zweier rezipro- 
ker Grundsysteme, also die Anwendung der Formeln (23c) und 
(24c), von den gir frei. 

218. Invarianter Ausdruck für die Arbeit einer Kraft. Die ein- 
fachste mechanische Anwendung des skalaren Produkts ist bekannt- 
lich (Ziff. 7) die Berechnung der Arbeit einer Kraft. Setzt man 
den Vektor der Verschiebung des Angriffspunkts 


G= 2G 
7 
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mit kontravarianten Maßzahlen, den Vektor der Kraft 
8 = yie 


mit kovarianten Maßzahlen an, so erhält man für die Arbeit den in- 


varianten Ausdruck 
Asa — zayı. (26) 


Geometrisch kommt die Verwendung der reziproken Grundsysteme 
auf eine Zerlegung der Kraft in drei Komponenten hinaus, deren 
jede (z.B. y,e') auf zwei Verschiebungskomponenten (ze, und 
x°e,) senkrecht steht, also nur bei Verschiebung in Richtung der 
dritten Komponente (z’e,) Arbeit leistet. 

219. Invarianten. Die gemeinsame Behandlung der Transfor- 
mation zweier reziproker Grundsysteme zeigt ganz allgemein den 
Weg zur Aufstellunginvarianter Ausdrücke. 

Bilden 3 Größen a’ ein kontravariantes, 3 Größen f; ein kovarian- 
tes System, ganz gleichgültig, ob von Skalaren oder Vektoren oder 
auch extensiven Größen höherer Art, so ist a'f; eine In- 
variante. Nach den Transformationsformeln (17) 


Sri nk 
a, 
IN ER 
= FB 
ist nämlich ‘l T N 
— Pt 
2af =- i C;a bi 


oder wegen der Definition der &, als reduzierte Minoren der Deter- 
minante der c* [Ziff. 210 (5)] 


Da N= Aa pi (27) 
— So wurde das skalare Produkt zweier Vektoren 
te= DNAri È xy (28) 
als Invariante erkannt: auch der Vektor selbst 
t= Sri, Nre (29) 


ist definitionsgemäß eine vom Koordinatensystem unabhängige, 
also invariante Größe. 


220. Metrische Fundamentaldyade. In derselben Weise wie die 
skalare Invariante (28) und die vektorielle Invariante (29) lassen 
sich dyadische Invarianten bilden. So ist 


I=3ee,;, oderauch I= zur (30) 


nichts anderes als die Dyade „Eins“. 
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In der Tat unterscheiden sich die Ausdrücke (30) von dem in 
Ziff. 33 gefundenen Ausdruck 


/=a*a+b*b-+ c* 


nur durch die Bezeichnung. 

Führt man in (380) beide Reihen von Faktoren auf die gleiche 
Basis zurück mittels der Formeln (22a, b), so erhält man für die 
Dyade Z die Ausdrücke 

I= $ g" tièr, (31a) 


T= È giret eë. (81 b) 


Die gefundenen Gestalten der Dyade 7 entsprechen durchaus 
den 3 Gestalten (23a, b, c) der metrischen Fundamentalform. Sie 
enthalten die metrischen Fundamentalgrößen als Maßzahlen; die 
Koordinaten sind durch Vektoren ersetzt. Wegen dieser Beziehung 
wird die Dyade Eins als metrische Fundamentaldyade 
bezeichnet. 

221. Größen mit mehreren Indizes. Die Erkenntnis, daß jeder 
Ausdruck von der Form Zaf: eine Invariante ist, ermöglicht es, 
die Regel über die Stellung der Indizes in Größen mit mehreren 
Indizes endgültig zu begründen. Bisher wurde die Ziff.211 aufgestellte 
Richtlinie eingehalten, daß bei der Bildung aller Summen, in deren 
sämtlichen Gliedern der Summationsindex zweimal auftritt, dieser 
Index einmal an oberer, einmal an unterer Stelle stehen soll. Es 
ist leicht einzusehen, daß diese Richtlinie eine Folge der Fest- 
setzung ist, die über die Unterscheidung kovarianter und kontra- 
varianter Größen getroffen wurde. 

So kann, um das an einem typischen Beispiel zu zeigen, jede 


Dyade in die Form 
== = Wr er 


gesetzt werden, wenn als Rechtsfaktoren die kovarianten Grund- 
vektoren e; gewählt werden; die Linksfaktoren W* sind dann wegen 
der Invariantennatur der Dyade kontravariant. Bezogen auf die 
kovariante Basis kann man jeden der drei Vektoren WX* in die Form 


A= Zate; C) 


setzen. In jedem dieser Vektoren haben die Maßzahlen a‘* einen 
festen Index k, während sie bezüglich des Summations- 
index è kontragredient zu den &, also kontravariant 
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sind. Wenn also die Dyade in der Gestalt 
D= Z aÃ eier (32a) 


geschrieben wird, so transformieren sich die Maßzahlen a’* für i 
als variablen Index bei irgendeiner Transformation der linken 
Faktoren e; kontragredient zu diesen, während das gleiche für k 
als variablen Index bei einer Transformation der rechten Faktoren 


ex gilt. 

Diese Betrachtungen lassen sich auf Dyaden von anderer Ge- 
stalt, etwa P= E uee (82b) 
oder ; 

X= Zajeier (32c) 


sowie auf Tensoren höherer als 2. Stufe mit Maßzahlen mit mehr 
als 2 Indizes sinngemäß übertragen. Die Maßzahlen der Dyade 
(32c) werden als gemischtvariant bezeichnet. 

222. Verschiedene Gestalten einer Dyade. Eine Dyade mit ge- 
mischtvarianten Maßzahlen 


X= 7 akeie; (33) 


kann, wie das im besonderen Fall der Dyade Eins bereits gezeigt 
wurde, vollständig auf die kovariante oder kontravariante Basis 
bezogen werden. Im ersten Fall ist zufolge (22a) nach einer Än- 
derung der Bezeichnung der Indizes 
X= Sugar Zag eier. 

Setzt man dafür abkürzend 

X= A a" eier, (33a) 
so ist E NE 

at= > arg". 
Durch diese Gleichung wird der untere Index von a} gehoben. 
Die Maßzahlen a’* sind zweifach kontravariant. Beim Vergleich 
von (33) und (33a) erkennt man, daß der Index ? in Maßzahl und 
Vektor seine Stellung geändert hat. 

Im zweiten Fall ist nach (22b) 

X= Fareiek, (33b) 
wo 

UUE ug 


ist; durch diese Gleichung wird der obere Index vona gesenkt. 
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Geht man von der Dyade (32a) 
Dr > derer 


mit zweifach kontravarianten Maßzahlen aus, so kann man zwei 
verschiedene gemischtvariante Gestalten herstellen, je nachdem 
man mit den Linksfaktoren eż oder mit den Rechtsfaktoren ex zur 
kontravarianten Basis übergeht, also den ersten oder zweiten In- 
dex von a! senkt: 


(34a) 
(34b) 


Diese beiden Gestalten müssen im allgemeinen auseinander gehal- 
ten werden; nur für eine symmetrische Dyade 2 ist 
a;k— ak:, 

Eine Dyade ist durch ihre Maßzahlen nur dann eindeutig be- 
stimmt, wenn man festsetzt, daß die Grundvektoren in der Reihen- 
folge aufeinander folgen, die durch die Indizes der Maßzahlen fest- 
gelegt ist; bei gemischtvarianten Maßzahlen ist diese Reihenfolge 
nur dadurch mit Sicherheit festzulegen, daß man den oberen In- 
dizes Lücken in der unteren Reihe gegenüberstellt und umgekehrt. 
Aus diesem Grunde ist eine Dyade (allgemeiner ein Tensor 
nter Stufe) durch ihre Maßzahlen nur unvollständig 
bestimmt, während sie durch Angabe einerin den 
Grundvektoren homogenen Form eindeutig be- 
stimmt ist. 

223. Transformation einer Dyade. Die Transformation einer 
Dyade auf eine neue Basis soll nun für das Beispiel (32a) wirklich 
durchgeführt und die Grundvektoren e,, €» e, in beiden Reihen 
von Faktoren mittels der Formeln (9) 

e= D rt, 


durch &, &,, €, ersetzt werden. Dann wird 


= Faltee = I atoer cd —= I alkeacae g, 
ik VE ikoo k “o sT i k 


setzt man hierfür abkürzend 


so kann man die Transformationsformeln für die Maßzahlen der 


Dyade ablesen: 


ar — Daite, (35) 
Ik rR 
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Ist die Dyade ® auf ein Dreibein i,, i, i, bezogen und geht 
man durch Drehung oder Spiegelung zu einem neuen Drei- 
bein i,, İp, 1, über, so erhält man Transformationsformeln für die Maß- 
zahlen, die aus den eben abgeleiteten durch Spezialisierung er- 
halten werden können; dabei verschwindet der Unterschied zwi- 
schen Ko- und Kontragredienz. 

Die Formeln für die Transformation der Einheitsvektoren können 
[Ziff. 213] folgendermaßen zusammengefaßt werden: 


= oe, 
z 


wenn mit a,, die 9 Richtungswinkel der Achsen der beiden Drei- 
beine gegeneinander bezeichnet sind; dann geht die Dyade 

B= Zoll (36) 
m . 00 

über in 


7 
p = 2 loo CoS Gor cos Aswlrlw; 


Qoto 


und wenn man abkürzend die transformierte Dyade 
= Z lokio 
schreibt, werden die Transformationsformeln für die Maßzahlen 
y= È too COS agr COS Aow. (37) 


Diese Gleichungen sind von manchen Autoren zur Definition der 
Dyaden verwendet worden. 

224. Transformation der Vektorprodukte. Die Transforma- 
tionstheorie erlaubt, über den Invariantencharakter des Vektor- 
produkts, dessen merkwürdiges Verhalten bei einer Spiegelung 
des rechtwinkligen Koordinatensystems bereits (Ziff. 17) bespro- 
chen wurde, vollständigen Aufschluß zu erhalten. 

Gegeben seien, bezogen auf eine kovariante Basis, drei Vektoren 


Ver Ne, Bm 
Das Vektorprodukt der beiden letzteren ist 


BXE=- Fax Zeig D — Ye) X eı 


Be: 
oder bei Einführung kontragredienter Grundvektoren res; 
ıv2*8 
nach (11): T 
e! e? e? 
99 © = [e; € €z] y' y’ g” p (38) 


z1 27 = 
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Das gemischte Produkt der 3 Vektoren A,B, € ist 


zu Ea Ts 
[AB C] = [e; ez ez] | y- = (39) 
z! 2? 23 | 
Die Determinante der Koordinaten gibt also im allgemeinen nicht 
das Volumen des von A, B, € bestimmten Prismas, sondern sie ist 
die Maßzahl dieses Volumens, gemessen durch das Prisma der 
Grundvektoren. Speziell ist bei Einführung einer neuen Basis ĉ; 
nach (7) 


[€ Eë] = le, & 8310 (40) 
und also nach (39) 
Den: zo g z | 
g WE y gi, (41) 
2 Æ æ| a g g| 


wie auch aus (8) direkt erkannt werden kann. 

Um in ähnlicher Weise das in (38) berechnete Vektorprodukt 
B X © auf beide Grundsysteme e!, e?, eè? und &!, &?, € beziehen zu 
können, sollen abkürzend die Minoren der Matrix: 


ly y? y? 
|| z! z? z’ 
mit Xm, Xm, X] bezeichnet werden, und entsprechend für das über- 
strichene System. 
Dann ist 
HES [e, (A el SeXa> [8, ®, &] 2 č ER 


es werden also, da die et kontravariant sind, die Größen [e, €, €53] Ara 
durch die kovariante Transformation in die [6, &,6,] Xiz übergeführt. 
Die Xrn selbst sind nicht kovariant: aus diesem Grunde wurden die 
Indizes von vornherein in Klammern gesetzt. Zufolge der Glei- 


X X 
chungen (40) und (41) sind jedoch die Größen u bzw. no: wieder 


kovariant, wenn D und D die Determinanten der kontravarianten 
Maßzahlen dreier beliebiger Vektoren in beiden Systemen sind. 
Vielfach werden, namentlich bei Verwendung rechtwinkliger 
Koordinatensysteme, Vektoren, die bei der Bildung eines Vektor- 
produkts auftreten, deren Koordinaten also die zweireihigen Deter- 
minanten aus den Koordinaten zweier Vektoren sind, als „axiale“ 
Vektoren bezeichnet und von den ursprünglichen „polaren“ 
Vektoren unterschieden, weil sie sich beim Übergang zu einem 
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Linkssystem anders verhalten (vgl. Ziff. 17). Die Ursache ist jetzt 
bei Verwendung einer allgemeinen Basis völlig klar geworden. Nur 
die mit [e, €, ê] (das für ein Dreibein den Wert + 1 hat und bei 
einer Spiegelung sein Zeichen wechselt), multiplizierten Determi- 
nanten der kontravarianten Maßzahlen zweier Vektoren sind kova- 
riante Maßzahlen eines Vektors. Ein axialer Vektor mit 
derart reduzierten Koordinaten unterscheidet 
sich in keiner Weise von einem polaren Vektor, 
während ein axialer Vektor mit nicht reduzier- 
ten Koordinaten auf die Bezeichnung Vektor 
transformationstechnisch überhaupt keinen An- 
spruch hat. 

— Die dem Vektorprodukt VXC anhaftenden Schwierigkeiten 
entfallen für die antisymmetrische Dyade EB— BE, die, wie be- 
reits (Ziff. 34 u. 140) auseinandergesetzt, zur Darstellung der von den 
Vektoren ® und € bestimmten Plangröße ebenso verwendet wer- 
den kann wie das Vektorprodukt. 


$ 3. Die einfachsten Differentialinvarianten. 


225. Invarianz von \/. Bei Einführung einer allgemeinen Basis 
von kovarianten Grundvektoren &,, €» €, und kontravarianter Maß- 
zahlen dx’, dx’, dx? nimmt der infinitesimale Ortsvektor die Gestalt 


dr =e, dx' + edr? + edz’ 


an. Dann kann die Änderung einer skalaren Feldfunktion V bei 
einer Verschiebung des Aufpunkts um dr, nämlich 


oV oV OR 7; 
Ve al i 2 br a3 
dV = zat + 5,30% + et, 
unter Benutzung auch der reziproken Basis e', e*, e° wie bei Ver- 


wendung rechtwinkliger Koordinaten als skalares Produkt ge- 
schrieben werden (vgl. Ziff. 73): 


av re + sn) edar eda’ eda’). 


Der erste Faktor 


òV a0V òV r 
rat V Y 


æt 
F ; # òV oV Əv i 
ist der Gradient von V. Es sind also dal’ Ja Ja Seine ko- 


varianten Maßzahlen; dann erscheint 


en ò 32 ò ið 
V ma AES NT Ed òsi (42a) 
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als formaler Vektor mit formalen kovarianten 
Maßzahlen EB Un 


dal? da dw 


Es transformieren sich die Differentiationssymbole ARE NE 


dat Òx’ dar 
kontragredient zu den Differentialen di‘, dx’, dx’. Das Auftreten 
einer Reihe von oberen Indizes im Nenner ist also transformations- 
technisch gleichbedeutend mit dem Auftreten einer Reihe von un- 
teren Indizes im Zähler. Entsprechendes gilt, wenn man von vorn- 
herein obere und untere Indizes vertauscht und Y in die Gestalt 


SET. ò d l i 
) Meia Ga 29 (42b) 
bringt. 
Es führt eine als kovariant bezeichnete Transformation 
PTA ; 2 O 10 
erin &, dæ: in dzi aa ze 


über, während die kontravariante Transformation 
f) 


er TA s De 
eine, da!in dk, —-in — 
0x, ÒT; 


überführt. Bei diesen Transformationen bewahrt V seine Gestalt: 


OE ò ee 
Dan re Tu 


Bus: d ò ò ò 9 3 
Ç 1 2 3 31,403 „20 zg. 
var oma Oom e on T eog 


5 ò a 
Aus der Kovarianz der Symbole u und der Kontravarianz der 
£ 


Symbole na folgt, daß beim Übergang von einer Basis zur rezipro- 
as 


ken für die Transformation dieser Symbole folgende Gleichungen 
gelten [vgl. Ziff. 216 (20)] 


2] ò 

Pr = T Iiga, 

EN m 
02, I Da 


Bei Verwendung rechtwinkliger Koordinaten 
und einer Basis von drei zueinander senkrechten Einheitsvektoren 
transformieren sich die Differentiationssymbole 
wie die Differentiale. In diesem Fall wird 
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226. Divergenz und Rotation bezogen auf eine beliebige Basis. 
Die Transformation von V auf eine beliebige Basis erlaubt, auch 
die Differentialinvarianten eines Vektors 


Deu, 
t 


vor allem div b und rot v, für eine beliebige Basis zu berechnen. 

Je nachdem man dabei V in der Gestalt (42a) oder (42 b) nimmt, er- 
hält man auch für die Ditferentialinvarianten verschiedene Gestalten. 
So ist 


ò es: k yovi òv 0% òv? 


vdp=Y-.n—= Ne ER SE TI N 
div b vagues ra)”; en 1 Òxi a M aa Qw? (44a) 
oder 
div v = Y -9 = Zet- „zer t= Fonge (44b) 
Für rotv soll nur eine Gestalt angegeben werden: 

eeni es iiei 
ò | ò ò ò 
—\ — Ni y - cA 
TOWBE- vV aS Ferga X Lev = [é éé] Ja m dm (45) 
| | y v? v3 


Bei der Ausführung der Differentiationen ist vorausgesetzt, daß die 
Basis für alle Vektoren des ganzen Feldes gelten soll. Die Mög- 
lichkeit, daß die Grundvektoren selbst für jeden Aufpunkt andere 
sind, also ein Feld bilden, und daß der Feldvektor und alle anderen 
Feldgrößen in jedem Aufpunkt auf die zu dem Aufpunkt gehörige 
Basis bezogen werden müssen, besteht (vgl. Ziff. 130, 131) und wird 
später allgemein behandelt (Kap. 7). Als eine veränderliche Basis 
könnte bereits das System der drei Einheitsvektoren im begleiten- 
den Dreibein aufgefaßt werden (Ziff. 62, 63). 


& 4. Mechanische Anwendungen. 


227. Vorbemerkung. Zu denjenigen Gebieten der Mechanik, in 
denen die Verwendung schiefwinkliger Koordinatensysteme oft 
naturgemäß und kaum vermeidbar ist, gehört die Theorie der in- 
finitesimalen Verzerrungen und der zugehörigen elastischen Span- 
nungszustände. 

Wenn etwa aus einem deformierbaren Medium ein nicht recht- 
winkliges Parallelepiped herausgeschnitten und bei irgendeiner 
Untersuchung über Verzerrungs- oder Spannungszustände zugrunde 
gelegt wird, liegt es nahe, zwei verschiedene Koordinatensysteme 
zu verwenden; eines, dessen Achsen in die Kanten des Parallel- 
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epipeds fallen, und ein zweites, dessen Kanten auf den Seiten- 
flächen des Parallelepipeds senkrecht stehen. Bei geeigneter Wahl 
der Maßstäbe wird man hierdurch zu reziproken Grundsystemen 
geführt. Die verschiedenen geometrischen und mechanischen Grö- 
Ben, welche in der Theorie der elastischen Verzerrungen eine Rolle 
spielen, verteilen sich ganz von selbst auf die beiden Koordinaten- 
systeme, wenn man bestrebt ist, möglichst einfache Ausdrücke zu 
erhalten und die Einführung der metrischen Fundamentalgrößen 
Jik zu vermeiden. — 

Die folgenden Untersuchungen schließen an Kap. 5 $ 2, 3 und 
4 an. 

228. Die Verzerrungskoeffizienten. In einem deformierbaren 
Medium soll die Umgebung eines Punktes auf eine beliebige 
Basis e, e,, e, bezogen werden, deren Grundvektoren nur der Be- 
dingung genügen, daß sie Einheitsvektoren sind. Hierin 
liegt keine erhebliche Beschränkung; jede Basis kann durch eine 
einfache Änderung des Maßstabes dieser Bedingung unterworfen 
werden. Die reziproke Basis e', e?, e® wird dann nicht von Einheits- 
vektoren gebildet. 

Der infinitesimale Ortsvektor wird auf die Basis e,, €», e, bezogen 


dt = S drte; 
t 


die Deformationsdyade soll, bezogen auf die reziproke Basis, mit 


Ee = PT (46) 


angesetzt werden. Dann wird die Deformation, auf die reziproke 


Basis bezogen ' 
dy = dr-e = È eirda e"; 
en 


die Maßzahlen von dv sind kovariant; setzt man dp = = doge", so ist 


di = Send. 
t 


Um die Bedeutung der e:x zu erkennen, multipliziert man (46) 
skalar mit zwei gleichen oder verschiedenen Einheitsvektoren &;, €x; 


es ergibt sich 
Eii = eit E + Èr; 


Eik = Eri = 212 e êk (i a k). 


Nach Ziff. 184 (49) sind &; die Dilatationen in Richtung der 
Einheitsvektoren e;; nach Ziff. 184 (50) ergeben sich aus &r die 
Ausweitungen der Winkel (ez ex). 
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229. Die Spannungskomponenten. Bezogen auf die Basis &,, 
€, €, die wieder der Bedingung genügen soll, daß e,, e,, e, Einheits- 
vektoren sind, und auf die reziproke Basis e', e?, e°, soll der Ein- 
heitsvektor der Normalen eines Flächenelements mit 

n= = niei, 
t 
und die Spannungsdyade mit 
LE 2 i pk 
o = æ Oike e (47) 
angesetzt werden. Dann wird die zur Richtung n gehörige redu- 
zierte Spannung J ; 
p= n.o = £ on e: 
ik 
die Maßzahlen von p = È pre": 
Pr= È oirn? 
t 


sind kovariant; es war schon früher (Ziff. 218) davon die Rede, daß 
diese Darstellungsweise für Kräfte von Vorteil ist. 

Um die Bedeutung der oix zu erkennen, berechnet man die Span- 
nungen, die an den Ebenen des Dreikants der kontravarianten 
Basis angreifen; d.h. an den Ebenen, die auf den Grund- (Einheits-) 
Vektoren e&,, e,, €; der kovarianten Basis senkrecht stehen: 

WI re. (48) 
Diese Spannungen Pe, erscheinen zerlegt in Komponenten in Rich- 
tung der Grundvektoren der kontravarianten Basis; o:x sind ihre 
Maßzahlen. Von den Komponenten o;x€* einer Spannung Pe fallen 
zwei (k + 2) in die auf e; senkrechte Angriffsebene, sind also Schub- 
spannungen, während jedoch die dritte o::¢ keine Normalspannung 
ist. Durch skalare Multiplikation von (48) mit e; erhält man die 
dir selbst: Oin= Pe,” èr; 
sie sind die Projektionen der Spannungen Pe, auf die Richtungen ex 
der kovarianten Basis. — 

Um die Gleichgewichtsbedingung [Ziff. 196 (75)] in ein- 
facher skalarer Form zu erhalten, bezieht man die Kraft & ebenso 
wie o auf die kontravariante Basis: 


t= = Xr ek, 


und ^7 auf die kovariante Basis: 


ò 
T= eu 
i ETS 


Lagally, Vektorrechnung. 19 
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dann wird die Gleichgewichtsbedingung: 


er ee +23 Fun le 


Iex+ 232] 


sie zerfällt in 3 skalare Gleichungen, die genau so ge- 
bildet sind wie die Gleichungen [Ziff. 197 (82)] für recht- 
winklige Koordinaten: 


0X + > % 


Oik ' 
k =; 4 
5 0 (49 ) 


T, 
2 


oder 


5 (49) 


230. Hookesches Gesetz. Als Ausdruck des allgemeinen Hooke- 
schen Gesetzes wurde [Ziff. 203 (92)] die Gleichung 


o = 2 ue + åer I 


gefunden. Setzt man unter Verwendung einer allgemeinen Basis 
e!, e°, e® wie in Ziff. 228 (46) und 229 (47) 
g == D oie, 
ik 
E= È tire et 
ik 
und A 
I= SZ girt ek, 
IEF 
so zerfällt das Hook esche Gesetz in die 6 skalaren Gleichungen 
Oik = 2 UEik t hEr gik id, k= 12 3); (50) 
dabei ist zu bemerken, daß 
E€ = Seine. e= D eirg" 
5 ik ik 
ist. 

Etwas einfachere Gleichungen erhält man, wenn man unter Ver- 
wendung gemischtvarianter Maßzahlen o! und e*, die allerdings 
keinen ganz so einfachen Sinn haben wie o:x und &r, die Dyaden 
in der Gestalt ee 

o=&okele,, 
a 
u n P 
e= 2 i Ces 


E ORG 
t 
ansetzt. Dann zerfällt das Hookesche Gesetz in die skalaren 


Gleichungen ? r 
d oi —= 2 uei + de, 


oa a k); 


(51) 
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dabei ist Rn, 1 = 3 
mike mi pepe, (52) 
I ik T. k 1 2 8 


Die für gemischtvariante Maßzahlen gebildeten 
Gleichungen (51) und (52) sind genau so aufgebaut 
wie die für rechtwinklige Koordinaten. 

231. Elastisches Potential. Als elastisches Potential wurde 
Zi. 207 (98) der Ausdruck 


1 
I= 5 0+*k 
gefunden. Setzt man beide Dyaden o und e mit kovarianten Maß- 
zahlen an [(47) und (46)]: 
o= È oiee; e= È Etm ee 
7 m 
so wird j 
I= 5 ,lirEumg"g"'; (53a) 
günstigere Ausdrücke erhält man, wenn man eine der beiden Dy- 
aden mit kontravarianten oder beide mit gemischtvarianten Maß- 
zahlen ansetzt. Diese Ausdrücke können auch direkt aus (53a) 
durch zweimaliges Heben eines Index abgeleitet werden: 


1 x De 1 x nn r 
I= FI reg = T Pa Oik EE (53b) 
oder i i 
U= 5 reg = 5 ojej. (530) 
19* 
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& 1. Vektoren in einem Punkt eines Riemannschen Raumes. 


232. Vektoren in einer Fläche. Geometrische Größen, die in 
einem Punkt einer Fläche definiert sind, können dann als Vek- 
torenin der Fläche oder als Vektoren der Fläche be- 
zeichnet werden, wenn für ihre Zusammensetzung dieselben Gesetze 
gelten wie für die Addition der Vektoren im gewöhnlichen („Eu- 
klidischen“) dreidimensionalen Raum. Jedenfalls kann man die ge- 
richteten Linienelemente, die in einer Fläche von einem Punkt P 
ausgehen und die infinitesimale Vektoren des überlagerten drei- 
dimensionalen Euklidischen Raumes sind, als infinitesimale Vek- 
toren in der Fläche einführen. Für ihre Zusammensetzung gelten in 
einer kleinen, als eben zu betrachtenden Umgebung von P die Ge- 
setze der Addition der Vektoren. Man kann daher jeden von einem 
Punkt P ausgehenden infinitesimalen Vektor d8 der Fläche in 
Komponenten nach zwei vorgegebenen Richtungen in der Fläche 
zerlegen: 

d8 —=d,3 + d,8. (1) 

Führt man in der Fläche zwei Scharen von Gaußschen Para- 
meterkurven u = const, u® = const ein, so läßt sich der Vektor d8 
als Änderung eines Ortsvektors im Raum in die Form 


d8 = 22 du +2 dus (2) 
bringen. Dann sind 
sau; d,8 =f du 


die D Komponenten von dê. 

08 

ou! 

d,3 und d,3 durch Übergang vom Differential zum Differential- 
auotienten entstehen. Führt man 

08 

òu! 


und z sind endliehe Vektoren der Fläche, die aus 


08 
=. um ah 
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als Grundvektoren einer Basis ein, so nimmt dê die Gestalt 

d3 = e du’ -+ edu? (3) 
an. Die Basis e, &, gilt nur für die Vektoren, die 
voneinem Punkt P ausgehen. Es ist jedenfalls nicht mög- 
lich, die sämtlichen Vektoren eines endlichen Gebietes einer Fläche 
auf ein und dieselbe Basis in der Fläche zu beziehen. 

Um einen endlichen Vektor der Fläche zu versinnbildlichen, kann 
man etwa auf der geodätischen Linie, die durch P in Richtung des 
zugehörigen infinitesimalen Vektors geht, eine Strecke abtragen, 
deren Länge gleich dem Betrag des Vektors ist, wie es sich für 
Vektoren der Kugel bereits (Ziff. 154) brauchbar erwiesen hat. Es 
muß aber hervorgehoben werden, daß es sich nur um eine 
geometrische Versinnbildlichung der Vektoren 
der Fläche handelt, nicht um eine Darstellung, 
die der Darstellung der Vektoren im Eukli- 
dischen Raum durch gerichtete Strecken oder 
Translationen gleichwertig wäre. Denn die Addition 
von Vektoren der Fläche läßt sich nicht durch die Zusammen- 
setzung geodätischer Strecken darstellen, da diese Zusammensetzung 
nicht kommutativ ist. 

233. Transformation der Vektoren einer Fläche. Um neue 
Grundvektoren &, &, einzuführen, hat man ein neues System von 
Gaußschen Parameterkurven nötig, deren Richtungen im Punkt P 
die Richtungen der neuen Grundvektoren geben. Die alten Para- 
meter v®, u® sind dann Funktionen der neuen Parameter 4%, Q” 
und umgekehrt. Dann ist 
au du + am; a dw + aus; 


ou? 


; $ 2 4a) 
ou: ou? ou: ( 
g n ae Pr | U 1-8, Pi 1 AU 2 
du — 5, fü +a" ` AA = 5, 0u +5, 4u 
Diese Gleichungen geben die Transformation der Maßzahlen du‘, 
du? bzw. dü!, dū des Vektors (3). 
Ebenso erhält man 
òs 080m | òs òn, 
òu! Òm òu! FF Òn dur? 
08 _ 3u 080 
òu? òu òðu? dar òu? 
und die inversen Formeln. Da 
08 08 N N 


ae a ana ram 
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die beiden Paare von Grundvektoren sind, gelten für deren Trans- 
formation die Formeln: 
ou! ou: sro ou? 
Miet ta gm et gat 


ou! ou ou! ou? 


a Dui a 10% o= Ja Br 


(4b) 


> 


DA êz. 


Die Transformationen (4a) und (4b) sind kontragredient; damit 
ist der Vektorcharakter des in der Fläche definierten Vektors 


d8 = e du! + e du?’= p dù + i dā’? (5) 
endgültig erkannt. Jede Größe 
pb=ev!- et" 


auf der Fläche, deren Maßzahlen v!, v? sich wie du!, 
du” transformieren,also kontravariant sind, soll 
ein Vektor der Fläche heißen. 

Die Parameter u®, u® selbst transformieren sich nicht wie ihre 
Differentiale, im allgemeinen überhaupt nicht linear; sie sind des- 
halb durch eingeklammerte obere Indizes bezeichnet. 

234. Metrik einer Fläche. Das skalare Produkt zweier in einem 
Punkt P der Fläche definierter Vektoren ist durch die Zurückfüh- 
rung dieser Vektoren auf infinitesimale Vektoren des Raumes er- 
klärt. So gibt insbesondere das skalare Produkt eines Vektors d3 
mit sich selbst 

d3- d8 = ds? (6) 
das Quadrat des Linienelements der Fläche, während das 
skalare Produkt irgend zweier von P ausgehender infinitesimaler 
Vektoren d3 und d'8 der Fläche (die nicht etwa in die Richtung 
der Parameterkurven fallen sollen), zur Bestimmung ihres Win- 
kels 9 dient: y 

d8. d'3 = dsd's cos è. (7) 

Führt man für die skalaren Produkte der Grundvektoren e&,, € 

die früher gebrauchten Bezeichnungen ein (Ziff. 216): 


erregt: et hen 


so erhält man für das Quadrat des Linienelements die metrische 
Fundamentalform 


ds’= gu (dW)? F 2ga d du? + ga (dU), (8) 


für das skalare Produkt zweier verschiedener Vektoren ihre Po- 
larform. Unter Verwendung der früher (Ziff. 48) verwendeten 
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Bezeichnungen E, F,G für die metrischen Fundamentalgrößen wird 
ds? = E(du')’+ 2Fdu du? + G (du). (8) 


Man kann versuchen, das Quadrat des Linienelements (8') wie 
ein Euklidisches Linienelement auf die Summe zweier Qua- 
durate ds? = dr? + dy’ 
zu bringen. In der Umgebung jedes Punktes P ist das ohne weiteres 
möglich. Hierzu hat man, anstelle der allgemeinen Parameterkur- 
ven u® = const, u®—= const, zwei Systeme von Parameterkurven 
u= const, v= const zu wählen, die in P aufeinander senkrecht 
stehen. Dann nimmt das Quadrat des Linienelements die Form 

d= Edu? + Gdv? 
an. Setzt man hierin 


dx= yEdu, dy=YGdr, (9) 
so hat man die gewünschte Euklidische Form. 

Die Metrik einer beliebigen Fläche ist also in der 
Umgebung eines jeden Punktes euklidisch, aber 
im allgemeinen nicht für die ganze Fläche. Denn 
da E und G Funktionen von u und v sind, sind dz und dy nicht die 
Differentiale zweier unabhängiger Veränderlicher z und y. Nur für 
besondere Flächen ist es möglich, die Parameter u und v als Funk- 
tionen von «® und «® so zu wählen, daß die Gleichungen (9) inte- 
grabel werden. Die Kriterien für die Möglichkeit einer solchen 
Wahl, also für die Existenz einer Euklidischen Metrik für die 
ganze Fläche, können an dieser Stelle noch nicht aufgestellt wer- 
den (Ziff, 265). 

235. Mehrdimensionale Räume. Ein Wertepaar zweier unab- 
hängiger Veränderlicher u’, u® definiert einen Punkt einer Fläche. 
Ein Punkt des gewöhnlichen (Euklidischen) Raumes ist durch ein 
Wertetripel dreier unabhängiger Veränderlicher (rechtwinklige oder 
allgemeine Koordinaten) bestimmt. 

In Verallgemeinerung dieser Ausdrucksweise sagt man, daß ein 
Wertesystem von n unabhängigen Veränderlichen u®, u®, -u 
einen Punkt eines n-dimensionalen Raumes R, bestimmt. u®, 
u®, ++. 02 heißen die Koordinaten des Punktes. 

Sind P(u®, u®, ... u) und P’(u® + dut, u® + du, u + du”) 
zwei benachbarte Punkte im R,, so sollen du', du?, --- du” als Maß- 
zahleneines infinitesimalen, von Pnach P' führenden Orts - 
vektors im R, aufgefaßt werden. Für den infinitesimalen Orts- 


www rein ora nlS N‘. 
WWW.rcin.org. pi u“ 


296 Kapitel 7. Vektoren im Riemannschen Raum. 


vektor soll eine Bezeichnung eingeführt werden, die sich auf die 
gebrauchten Bezeichnungen reduziert, wenn der Raum A. eine 
Fläche oder ein gewöhnlicher dreidimensionaler Raum wird. 
Hierzu führt man für den Ortsvektor, der d genannt werden 
soll, eine extensive Größe 
da = £ edut (10) 


ein. Die n Größen e;(î = 1, 2, --- n) werden als Grundvektoren 
im Punkt P von R,„ bezeichnet, ihre Gesamtheit als die Basis, auf 
die der infinitesimale Ortsvektor d8 bezogen ist. Führt man an Stelle 
der Parameter u® (i = 1, 2,- -- n) neue Parameter Q® (i = 1, 2, «+. n) 
als Funktionen der «® ein, so muß gefordert werden, daß die Basis 
der e; derart durch eine neue Basis €; ersetzt werden kann, daß der 
Ausdruck (10) invariant bleibt, daß also 
e d8 = S edut—= S tdu (11) 
Die Transformation der Differentiale der Pa- 
rameter wird entsprechend (4a) durch 


ja au’ ak. ni òi k : 
X dui= > P dur, dü > SE du (12a) 
gegeben. 


Für die Transformation der Basis erhält man, wenn 
man etwa (12a) in (11) einsetzt und nachher die Indizes ¿ und k 
vertauscht 


So ou, , 
da = Sedu'= > & — dur > Ëk — du‘; 
i FI ou FI ou 


% = — Dre, (12b) 
a ; 


also 


Die Transformation der Grundvektoren (12b) ist 
kontragredient zur Transformation der Para- 
meterdifferentiale (12a). Erstere sollen als kovariant, 
letztere als kontravariant bezeichnet werden. 

Eine extensive Größe 


b= I‘ == il, 9, aus it) (13) 


soll ein Vektor im A, heißen, wenn das Größensystem 
der v kontravariant ist. 


236. Metrik im Rn. Das skalare Produkt zweier Vektoren 


eN HEN 
2? 2 


kann in folgender Weise eingeführt werden. Zunächst definiert 
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man die skalaren Produkte der Grundvektoren dadurch, daß man 
ihnen skalare Zahlwerte zuschreibt: 


erg, Er er = er Yin gri; (14) 


dann fordert man allgemein die Gültigkeit des distributiven 
Gesetzes, indem man 


v.w => evi. = eru = zu e, vi wt (15) 
oder n 
D: w = È girvi ur 
ansetzt. Für dieses Produkt gilt auch das kommutative Ge- 
setz; es folgt aus der Gültigkeit des kommutativen Gesetzes für 

die skalaren Produkte der Grundvektoren (14). 
Das skalare Produkt kann zur Einführung einer Metrik 


verwendet werden. Einem gerichteten Linienelement 
d8 = Zedu‘ 
wird eine Länge (Betrag) ds zugeschrieben, die durch 
ds’— d8- d8 = Zgirduidut (16) 


definiert ist. Zwei Linienelemente d,3 und d,3 sollen einen Win- 
kel ð bilden, der durch 

d sds cos Ò = d, 8 d, 8 = $ gird, ud, u" (17) 
definiert ist. 

Die quadratische Form (16) wird als metrische Funda- 
mentalform bezeichnet, die bilineare Form (17) ist ihre Polar- 
form; die Größen gix heißen die metrischen Fundamental- 
größen. 

Die metrische Fundamentalform wird in der Regel‘) als positiv 
definit?) vorausgesetzt, d.h. ds? als stets positiv. Dann ist jeden- 


1) In der Relativitätstheorie nicht. 

2) Die Kriterien dafür, daß eine quadratische Form positiv definit 
ist, sollen ohne Beweis angeführt werden. Wir betrachten die quadratische 
Form f= Z likti. (i, k=1,2--n) 

ik 
und setzen voraus, daß sie sich nicht durch eine lineare Transformation auf 
eine Form von weniger als n Veränderlichen zurückführen läßt. Dann darf 
die Determinante 


Qir Aa Ay *** Min 

Qor Qog Aag Azn 

D= üs Ag Ay *' GETI 
b: é E 

Anı Ana Ins ann 
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falls gerger > IE, 
für alle Paare verschiedener Werte :, k. Dann ist aber auch 
SgadWdur Iyard,utd,uf > (FE yind, wid, ur)? 
lecos®|<1, 
der Winkel d also stets reell. Das Gleichheitszeichen gilt nur für 
gleichgerichtete Linienelemente (d, « proportional d uô). 
Das Linienelementquadrat (16) kann in der Umgebung eines 
jeden Punktes auf die Form 


oder 


dad, (=1,2---n) 


gebracht werden. Die dx; sind aber, wie schon beim Beispiel der 
Fläche (Ziff. 234) bemerkt wurde, im allgemeinen nicht integrable 
Differentiale. Der Raum R, besitzt also in einer infinitesimalen 
Umgebung eines jeden Punktes eine „Euklidische‘“ Metrik, im 
allgemeinen aber nicht in einem endlichen Gebiet. Gilt die Eu- 
klidische Metrik in einem endlichen Gebiet, so heißt der Raum ein 
Euklidischer Raum, andernfalls wird er als Riemann- 
scher Raum bezeichnet. 


237. Reziproke Systeme. Neben der Basis e; (i= 1, 2, --- n) 
wird eine zweite, zu ihr reziproke Basis ef durch die Bedingungen 
ese=0 füri+k (i, k=1, 2- n) 
i (18) 
epe = l 
definiert. 
Die skalaren Produkte zweier Grundvektoren derselben Basis 
sollen wie früher bezeichnet werden: 
ei ek ir Iki; 
ei e= gi t= gi, (19) 
nicht Null sein. Sodann bilden wir die Folge der Determinanten 
KE aio Aysı 
D= | an an aalto bis Dy. 
Az) Qa 33 


%ı An 


D, == j D= à 
end la. 0% 


Wir setzen voraus, daß keine dieser Determinanten verschwindet; das läßt 
sich nötigenfalls durch eine Hilfstransformation erreichen. 

Sind nun sämtliche Determinanten D,, Da D, --- Dhe positiv, so ist die 
Form f positiv definit. Sie läßt sich durch eine lineare Transformation in 
die Gestalt y y? j y? 
ee Et E BI ei E 

D DO DD: D, D, 


n—ı 


bringen, in der nur rein quadratische Glieder auftreten, und zwar mit po- 
sitiven Koeffizienten. 
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Bezieht man einen Vektor v auf die beiden Grundsysteme: 
== Ève, 

bzw. D (20) 

bene: 
so ergeben sich die Transformationsformeln der Maßzahlen durch 
skalare Multiplikation von (20) mit e! bzw. ex: 

ek Xg'tv; 
und i b . (21a) 

Vk = giri. 
Durch Einsetzen von (21a) in (20) erhält man die Formeln für die 
Transformation der Grundvektoren 

E 3 
und Aen (21b) 

(a È gire. 
Aus (21a) und (21b) folgt wie im gewöhnlichen dreidimensionalen 
Euklidischen Raum (Ziff. 215), daß die Grundvektoren 
zweier reziproker Systeme zueinander kontra- 
gredient sind und ebenso die Maßzahlen, wäh- 
rend die Grundvektoren des einen Systems zu 
den Maßzahlen des andern kogredient sind. 

Führt man einen infinitesimalen Vektor 

da — Fed 

auf die kontravariante reziproke Basis über: 
d3 = Leid, 

so bestehen zwischen den Differentialen dw und du; die Be- 
ziehungen (21a). Dabei ist zu bemerken, daß die infinitesi- 
malenkovariantenMaßzahlendwimallgemeinenkeine 
integrablen Differentiale sind. Die Beschränkung auf inte- 
grable Differentiale dw! bei der ursprünglichen Basis wäre sachlich 
nicht notwendig gewesen; sie vereinfacht indessen manche Rech- 
nungen. Die ursprüngliche Gestalt von d3 ist aus diesem Grunde 
für manche Zwecke vorzuziehen. — 


Multipliziert man (21b) skalar mit er, bzw. e’, so folgen die Be- 
iel N 

ziehungen 2g" gu= 0 (k SE D; P 

zig. i 


Die g’* sind also die reduzierten Minoren der Determinante der gir 
und umgekehrt. 
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238. Invarianten im B,„. Wie im dreidimensionalen Eu- 
klidischen Raum ist auch im Riemannschen jeder Ausdruck 
von der Form Za‘ f; eine Invariante, wenn mit a’ ein kontra- 
variantes, mit $: ein kovariantes Größensystem bezeichnet wird. 
Der Beweis unterscheidet sich nicht von dem Ziff. 219 geführten. 

Man erkennt nun sofort, daß das skalare Produkt zweier 
Vektoren eine Invariante ist. Bezieht man zwei Vek- 
toren v und w je auf die kovariante und kontravariante Basis 

=DE e 
n = e e, 
so kann man für ihr skalares Produkt folgende 4 Gestalten er- 


halten: ; 
2 bmw = Igrviwk 


== So; == PAT (23) 
IE 
Davon haben die beiden mittleren die für Invarianten charakte- 
ristische Form, womit der Beweis erbracht ist; die erste und letzte 
gehen aus ihnen durch Heben, bzw. Senken je eines Index hervor. 
Insbesondere kann die metrische Fundamentalform in folgenden 
Gestalten auftreten: 
ds’= d8- d8 — Iandudur 
— du da (24) q 
— Ir" dardur. 
Als einfachste, nicht skalare invariante Größe kann jeder Vek- 
tor b in folgende Gestalten gesetzt werden: 
We 
= eig Etk 
=A egipt 
en 
Ebenso läßt sich, wenn ein unbestimmtes (dyadisches) Produkt 
zweier Vektoren durch dieselben Forderungen wie im dreidimen- 
sionalen Euklidischen Raum definiert ist, eine extensive Inva- 
riante 2. Stufe in folgenden Gestalten ansetzen: 


(25) 


eg (26) 


Man bemerkt, daß die Dyade /im Riemannschen Raum die- 
selbe Eigenschaft besitzt wie die Dyade „Eins“ im Euklidischen 


www.rcin.org.pl 


§ 1. Vektoren in einem Punkt eines Riemannschen Raumes. 301 


Raum: Jeder Vektor bleibt bei Multiplikation mit Z 

ungeändert; nur seine Gestalt kann sich ändern. So ist z. B.: 
N) — PS EOS IE 
Teer Nero, in). 

Der Übergang zu einer anderen Gestalt von y, der bisher durch 

Übergang zur reziproken Basis (für die Grundvektoren oder für die 

Maßzahlen) erreicht wurde, also das Heben oder Senken eines 

Index, läßt sich auch durch eine formale Multiplikation mit I er- 

zielen. 

Der Zusammenhang der metrischen Fundamentalform mit der 
Dyade / ist durch die Gleichung 


ds’—= d8. I- d8 


gegeben; die Dyade Z kann als (metrische) Fundamental- 
dyade bezeichnet werden. 

239. Reziproke Systeme auf einer Fläche. Der einzige (nicht 
ausgeartete) Riemannsche Raum, der unserer Anschauung zu- 
gänglich ist, ist der zweidimensionale, die Fläche. Führt man auf 
einer Fläche in jedem Punkt neben der Basis e,, e, die reziproke 
nach (18) ein, so erhält man für das Linienelement die beiden Aus- 
drücke 

ds —e due, du ed era. 
Die Grundvektoren stehen nach (18) paarweise aufeinander senk- 
recht (e, +e°= 0; e,-e!=0); die beiden Scharen von Parameter- 
kurven, die zur kovarianten Basis gehören, bilden also mit je einer 
der beiden Scharen von Parameterkurven, die zur kontravarianten 
Basis gehören, ein Orthogonalsystem. Sind erstere durch die Glei- 
chungen u®= const, u®— const gegeben, so sind du! und du? 
integrable Differentiale; du, und du, aber, die hieraus nach (21a) 


An guu + godu’; dito = Jar dU! F Joa dtt? 


zu berechnen sind, sind das im allgemeinen nicht. Man kann also 
nicht von Parameterkurven m= const, ua, const sprechen; sie 
sind vielmehr nur durch die Differentialgleichungen du, =Q, 
du, == 0 charakterisiert. 
Für das Linienelement erhält man die drei Ausdrücke: 
ds? = g, (du)? + 29, dutdu? + ga (du)? 
= dutdu, + dw? dug (27) 
= g” (du)? + 29° du, du, + g” (du). 
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Die Größen g‘* haben als reduzierte Minoren der Determinante der 
gik die Werte 


Kr Joz 
g” = — 


2 TIn 22 Jii 5 
aie P E a a j , (R 
miam a I g (28) 


Ja Ja — (Ji)? In J22 — (J12)? 


Bei Einführung der gebräuchlichen Bezeichnung E, F, G für die 
Fundamentalgrößen erhält man für das Linienelement die Aus- 
drücke: " 

d= E(du')? + 2Fdudu? + G(du”)? 


G (du) — 2 F du, du E(du,)? 
BEN GL 4) ne ( 2) , (29) 


240. Tensoren. Ein Vektor war als in den Grundvektoren lineare 
Form definiert, die gegenüber einer linearen Transformation der 
Grundvektoren invariant ist: 


b= Ive—= Iüe. 
Die Transformation der Grundvektoren bestimmt die (kontra- 
grediente) Transformation der Maßzahlen. 
Als Tensornter Stufe wird eine in den Grundvektoren homo- 
gene Form nten Grades definiert, die gegenüber einer linearen 


Transformation der Grundvektoren invariant ist. Der Tensor 


2. Stufe 
D— Pe U te 
tk tk 


heißt Dyade. Ein Tensor 3. Stufe hat die Gestalt 
= S aike erem J aikle,;e.e,. 
X F a Ceker m" Gere 


Die Maßzahlen eines Tensors nter Stufe haben n In- 
dizes und sind bezüglich eines jeden kontragredientzuden 
durch den gleichen Index gekennzeichneten Grundvektoren. 
Diese Eigenschaft der Maßzahlen ist notwendig 
und hinreichend für den Tensorcharakter einer 
Form. 


241. Übergang von einer Basis zur reziproken. Die Dar- 
stellung eines jeden Tensors kann dadurch verändert werden, daß 
die verwendeten Grundvektoren ganz oder teilweise durch andere, 
z.B. die der reziproken Basis ersetzt werden. Jeder ganz oder teil- 
weise auf die kovariante Basis bezogene Tensor ist eine Invariante 
von der Form at, wenn nur ein Index 2 herausgehoben wird. 
Dabei sind die a’ extensive Größen. von denen einzelne den Index i 
nicht enthaltende Faktoren rechts von €; stehen können. Diese 
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Invariante kann in die Form Ia;e’ gebracht werden; dabei werden 
t 
die e; und die a’ durch folgende Formeln transformiert: 


ci OE e 
e s 
und : N (30) 
ai= Iygiea,; = È gioa. 
Es ist nur darauf zu achten, daß die Reihenfolge der extensiven 
Faktoren von a’ beim Übergang zu a; nicht geändert werden darf. 
So kann der Tensor dritter Stufe: 
X= Zu eiere 
. . IK 
in die Gestalt f nE 
X = PAARA 
i Aa 
gesetzt werden. Dabei ist 


aik = E goate, 
g 


242. Produktbildungen von Tensoren und Verjüngungen. 1. Die 
unbestimmte Multiplikation zweier Tensoren geht aus 
der unbestimmten Multiplikation der Vektoren durch Anwendung 
des assoziativen und distributiven Gesetzes hervor. Das unbe- 
stimmte Produkt zweier Tensoren pter und gter Stufe ist ein 
spezieller) Tensor (p + g)ter Stufe. 

Beispiel: Aus zwei Tensoren 


p= Zale"; Fe Ehre 


m 


lassen sich zwei unbestimmte Produkte bilden: 
PP — EZ ailive,cke,e"e.; 
PD E O T 


2, Das skalare Produkt zweier Tensoren entsteht aus dem 
unbestimmten Produkt durch skalare Multiplikation der zusammen- 
tretenden Vektoren beider Faktoren. Das skalare Produkt zweier 
Tensoren pter und gter Stufe ist ein Tensor (p + q — 2)ter Stufe. 

Beispiel: ; 

DAN Be ber 2e@en, 


pH. p — Sa bir, „ere er, 


3. Als Verjüngung eines Tensors pter Stufe bezeichnet man 
die Bildung eines Tensors (p —2)ter Stufe durch skalare Multipli- 
kation zweier in sämtlichen Komponenten des Tensors gleichstehen- 
der Reihen von vektoriellen Faktoren. 

So lassen sich aus dem Tensor 3. Stufe ¥ durch Verjüngung 
3 verschiedene Tensoren 1. Stufe (Vektoren) bilden. indem man 


www.rcin.org.pl 


304 Kapitel 7. Vektoren im Riemannschen Raum. 


die ersten und zweiten, oder ersten und dritten, oder zweiten und 
dritten Faktoren skalar miteinander multipliziert: 


Spino- . YV 
u S r a E 


Ein bereits bekannter Fall der Verjüngung ist die Bildung des 
ersten Skalars (Tensor nullter Stufe) einer Dyade: ®,— Lak. 

4. Das skalare Produkt zweier Tensoren kann als Verjüngung 
eines unbestimmten Produkts derselben betrachtet werden. Diese 
Auffassung führt zur Bildung von skalaren Produkten zweier Ten- 
soren durch skalare Multiplikation zweier beliebiger gleichstehender 
Reihen von vektoriellen Faktoren. 

So kann man aus ® und ¥ durch skalare Multiplikation der Vek- 
toren mit den Indizes k und m den Tensor Xaj b!” gF”e,ere, bilden. 
Denselben Tensor erhält man, wenn man ® mit einem aus ¥ durch 
eine Vertauschung zweier Reihen von Vektoren entstehenden 
Tensor P= Ibiremee, in 'der ursprünglichen unter 2. definierten 
Weise skalar multipliziert: 


B-V= Zaibingkme,eıen. 


Die zu einer Dyade konjugierte Dyade ist bereits früher in dieser 
Weise verwendet worden. 

5. Durch wiederholte, kmalige Verjüngung eines Ten- 
sors pter Stufe entsteht ein Tensor (p — 2 k)ter Stufe. Damit ist 
auch die wiederholt-skalare Multiplikation zweier 
Tensoren definiert. 

Son De — Da ten 

Sämtliche durch Multiplikation oder Verjüngung entstehende 
Formen sind Invarianten; skalare Invarianten (Tensoren 
nullter Stufe) können sich nur ergeben, wenn die Summe der 
Stufenzahlen ursprünglich gerade ist. Die skalaren Invarianten 
enthalten wie die extensiven jeden Index kovariant und kontra- 
variant; dabei tritt aber nicht notwendig eine Reihe von Faktoren 
mit nur einem Index auf. Ein Beispiel für eine Invariante dieser 
Gestalt ist der unter 3. angegebene erste Skalar 9; einer Dyade ®. 
Man kann den ersten Skalar übrigens auch nach 5. durch doppelt- 
skalare Multiplikation von ® mit der Dyade / erhalten: 

D.. I= Fajeek-- Feed Sal. 

243. Drehung eines n-Beins. Unter einem n-Bein in einem 
Punkt eines R, versteht man eine Basis i, i», ~- İn, die mit ihrer 
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reziproken zusammenfällt, die also durch die Bedingungen (18) 
bei,() OSE m. (31) 
u- i = l 


definiert ist. Geometrisch ist ein z-Bein aiso aufzufassen als eine 
Basis, die von n aufeinander senkrechten Einheitsvektoren ge- 
bildet ist. n 

In jedem Punkt P des F, gibt es unendlich viele (nämlich BAU) 
n-Beine. Ein z-Bein kann durch folgende Konstruktion erhalten 
werden. Wählt man in P einen Einheitsvektor i, beliebig, so gibt 
es (n-——1) linear unabhängige Einheitsvektoren i, die der Bedin- 
gung į -i= 0 genügen, also einen R,-ı bestimmen, der in P auf i, 
senkrecht steht. Greift man von den Einheitsvektoren t, einen be- 
liebigen heraus, so gibt es (n — 2) Einheitsvektoren it,, die den Be- 
dingungen i*i = 0, iti, —=0 genügen, also einen R,_-. bestimmen, 
der auf i, und i, senkrecht steht; usw. Der letzte Einheitsvektor t, 
ist bis auf den Richtungssinn eindeutig bestimmt. 

Die Überführung eines n-Beins in ein anderes mit gleichem 
Scheitel wird durch eine Transformation bewirkt, bei der der Unter- 
schied zwischen Kogredienz und Kontragredienz verschwindet; die 
Transformationsdeterminante ist orthogonal. Diese Überführung 
bezeichnet man als Drehung des n-Beins, die im Fall einer nega- 
tiven Transformationsdeterminante mit einer Spiegelung ver- 
bunden ist. In einem mit dem »-Bein starr verbundenen Vektor- 
bündel bleiben bei der Drehung alle Längen und Winkel erhalten. 

Eine infinitesimale Drehung entsteht, wenn die Ein- 
heitsvektoren i, derartige Änderungen di, erleiden, daß die Glei- 
chungen (31) für die veränderten i, erhalten bleiben. Die Ände- 
rungen di, werden also definiert durch die Bedingungen 


edit diri = 0, (32) 

uedi Z 
Um die Änderungen di, zu finden, denkt man sie sich in Kom- 
ponenten in Richtung der i, zerlegt. Betrachtet man eine einpara- 


metrige Gruppe (Parameter 2) von intinitesimalen Drehungen, so 
kann man auch die Differentialquotienten 


linear durch die i, ausdrücken: 
i= Saul (A, d Doene (38) 
Lagally. Vektorrechnung. 20 
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Diese n Gleichungen lassen sich unter Verwendung einer Dyade 
eo. 
Au ARE 
zusammenfassen: a £ 4 
tel. (83) 


Die Dyade t bestimmt auch die Änderung jedes mit dem n-Bein 
starr verbundenen Vektors b 

eo: 

Durch skalare Multiplikation von (33) mit i, folgt 
i L= Arpu. 
Damit geht (32) über in 
Aru jr Au 0, 

Qai = 0. 

Die Dyaderistalsoantisymmetrisch. 


Die Drehung des n-Beins wird nach (33) durch folgende Formeln 


gegeben: En : : 
t= # Aoa lo F Agila Ft ul; 


= — hya i * + dza iz am anain; (33”) 
= — üz Í, — ag l = ++ angin; 
1, Anl — an gl or 


8 2. Absolutes Differential und lineare Übertragung. 


244. Einführung des absoluten Differentials. Wenn in einem 
Riemannschen Raum R, ein Vektorfeld gegeben werden soll, so 
muß zunächst in jedem (vgl. Ziff. 232) Punkt P eine Basis eg de- 
finiert sein. Dann hat der Feldvektor v die Form 


DE a (34. a) 
wobei nicht nur die v”, sondern auch die ex Funktionen von n un- 
abhängigen Veränderlichen sind. 


Der infinitesimale Unterschied dv des Feldvektors p in zwei be- 
nachbarten Punkten wird sein absolutes Differential ge- 


nannt: dv = Sedit + derit. (35a) 


Es wird postuliert, daß das absolute Differential 
dv eines Vektors selbst ein Vektor ist. Dann muß es 
möglich sein, db in Komponenten zu zerlegen unter Verwendung 
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der Basis e.. Es muß also vor allem möglich sein, die absoluten 
Differentiale de der Grundvektoren durch die Grundvektoren 
selbst linear auszudrücken‘): 


de; = > dbe. (86a) 


Die infinitesimalen Maßzahlen db} sind im allgemeinen lineare 
Differentialformen, keine Differentiale. 

Um über die Größen db? etwas aussagen zu können, soll weiter 
festgesetzt werden, daß für das absolute Diffe- 
rentiieren einer Summe und eines Produkts die- 
selben Gesetze gelten wie für das gewöhnliche 
Differentiieren. 

Multipliziert man (36a) skalar mit €z, so folgt 


ep de= F Abir 
Hierzu addiert man die Gleichung, die durch Vertauschung der 
Indizes k und I! entsteht; wegen 
er dert er de= dgr 


= 19, = X dbig + Zabi 37: 
RI e Jute Iik (37a) 


Diese Gleichung gilt für k +l und für k=l}. Sie wird als Lemma 
von Ricei bezeichnet. 

Die n? Gleichungen des Lemmas von Ricci sind wegen der Sym- 
metrie der Fundamentaldyade nicht sämtlich voneinander verschie- 
den und genügen also nicht zur Bestimmung der n? Größen db. 
Sie sind nur notwendige Bedingungen, denen diese genügen 
müssen. — 

Gibt man den Feldvektor bezogen auf die reziproke (kontra- 
variante) Basis e* i 

De 2er, (34b) 
so ist sein absolutes Differential 
dv = S edrr + Z devr. (35b) 


Die absoluten Differentiale der Grundvektoren sollen mittels der 


Gleichungen E- 
dek= S dbkei 


2 


linear durch die Grundvektoren ausgedrückt werden. 


1) Hier und im folgenden vgl. G. Hessenberg, Vektorielle Begründung 
der Differentialgeometrie. Math. Ann. 78. S. 187ff. 
20* 
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Die Größen db! lassen sich auf die Größen db! zurückführen. 
Hierzu differentiiert man die Gleichungen 
et. =:0 fürk:el, 
eh. e= 
dere + e- de= 1) 


absolut: 


oder Lre NA x 
Z dbke e+ er Fabie,—=0. 
t t 


Durch Ausführung der skalaren Produkte erhält man 
db: + db = 0. 
Somit drücken sich die absoluten Differentiale de* der Grund- 


vektoren e" mittels der Gleichungen 
dee—= — I dbke (36b) 


linear durch die Grundvektoren aus. Das Lemma von Ricci erhält 
dann die Form: 
dg! = — > dobig — $ db;g™. (37b) 


Das absolute Differential dv des Feldvektors v nimmt 
folgende heiden Gestalten an: 


do = $ (dvi + $ dbiv")e,; (38a) 
do= (dv, — Z dbu ei. (38h) 


Da dv eine geometrische Invariante ist, bilden die Maßzahlen von 
e: bzw. von e’ in (38a) bzw. (38h) ein System von kontravarianten 
bzw. kovarianten Größen. 

Es ist von Wichtigkeit, zu bemerken, daß nicht das gleiche von 
den gewöhnlichen Differentialen Av bzw. dv: gilt. Faßt man etwa 
die Gleichung (35a) ins Auge, so bemerkt man, daß X erd?" vom 
Standpunkt der Transformationstheorie kein Vektor ist. Denn da 
die * in (34a) kontragredient zu den ep sind, die Transformations- 
koeffizienten aber Funktionen des Ortes, gehen in die Transforma- 
tionsformeln für d+" außer den genannten Transformationskoefti- 
zienten noch deren Differentiale ein. Geht man von den Maß- 
zahlen ?* durch eine lineare Transformation 


i= Feia! 


zu den Maßzahlen © in bezug auf eine neue Basis & über, so gilt 
für die Transformation der gewöhnlichen Differentiale der Maß 
zahlen die Formel 


dei Sdot Seid. 
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Die di” sind also nicht kontravariant und werden daher nicht gauz 
mit Recht durch obere Indizes bezeichnet. Das gleiche Bedenken 
gilt bezüglich der Bezeichnung der db*, die, wie man jetzt leicht 
einsieht, nicht die gemischtvarianten Maßzahlen einer Dyade sind. 

Die Gleichung (35a) läßt übrigens eine geometrische Deutung 
zu, wenn d ein Feldvektor im gewöhnlichen Euklidischen Raum 
und die Basis ex ein seiner Stellung nach von Ort zu Ort veränder- 
liches Dreibein ist. 

Dann setzt sich die gesamte Änderung des Feldvektors v beim 
Übergang von einem Aufpunkt P zu einem benachbarten Aufpunkt, 
sein absolutes Differential, aus zwei Teilen additiv zu- 
sammen: nämlich aus der relativen Änderung © edv" in dem zu P 
gehörigen Koordinatensystem, dem relativen Differential, 
und aus einer von der Drehung des Koordinatensystems herrühren- 
den Änderung € dert, dem Führungsdifferential. 

Diese Bezeichnungen sollen auch beibehalten werden, wenn in 
allgemeineren Fällen der unmittelbare geometrische Sinn verloren 
geht; vor allem also im Riemannschen Raum, aber auch im 
Euklidischen Raum, wenn die in einem Punkt der Umgebung 
von P definierte Basis der Basis in P nicht kongruent ist. 

245. Absolutes Differential der Dyade T. Aus den Formeln 
ı35a.b) für das absolute Differential eines Vektors und aus den 
Festsetzungen für das absolute Differentiieren einer Summe und 
eines Produktes lassen sich die absoluten Differentiale von Tensoren 
ableiten. 

Zunächst soll nur das absolute Differential d7 der Dyade Z be- 
rechnet werden. Aus 

SIE en 
dI= D deret + erde" 


N i k— SS Ahk i 
= > db e e — Zabje,e'. 


folgt 


Vertauscht man in der zweiten Summe die Indizes i und k. so er- 


kennt man sofort, daß 


R di=0 (39) 
Ist. 


Nimmt man / in der Gestalt 
I= 8 gete 
} ki 
an, so Ist 
IN >, al BE S$ Knie lokai 
dal $ dgy," l — X gp db e E g db eei. 
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Hieraus folgt durch eine geeignete Vertauschung der Indizes in der 
zweiten und dritten Summe 


dI = Z dgr — dbi g, — dbig, „ere 


Diese Formel zeigt, daß das Verschwinden (89) des ab- 
soluten Differentials der Dyade / mit der Geltung 
des Lemmas von Ricci (37a,b) gleichwertig ist. 


246. Lineare Übertragungen. Im gewöhnlichen Euklidischen 
Raum gelten Vektoren als gleich, wenn sie durch eine Parallelver- 
schiebung ineinander übergeführt werden können. Im Riemann- 
schen Raum R, ist eine unbeschränkte Parallelverschiebung nicht 
möglich. Zwei Feldvektoren v und v' in benachbarten 
Punkten P und P’ sind als gleich zu betrachten, 
wennihrinfinitesimaler Unterschied, ausgedrückt 
durch das absolute Differential dv, verschwindet. 
Man sagt dann, der Vektor b kann nach dem benachbarten Auf- 
punkt P linear übertragen werden. 

Die Bedingung der linearen Übertragungistda- 
mit 

do =Ù. (40) 

Von Wichtigkeit ist folgender Satz: 

Bei der linearen Übertragung bleibt die Länge 
eines Vektors und der Winkel zweier Vektoren er- 
halten. 

Zum Beweise untersucht man die Änderung des skalaren Pro- 
dukts zweier Vektoren bei einer linearen Übertragung: 


dv -w)=do-m--n-dm. 


Da die absoluten Differentiale dvd und dw verschwinden, ist die 
Änderung des skalaren Produktes Null. Unter der Voraussetzung, 
daß v und w denselben Vektor bedeuten, folgt der erste Teil des 
Satzes. Dann ergibt sich der zweite Teil sofort, wenn b und Ww ver- 
schiedene Vektoren sind. — 

Die Änderung der Maßzahlen ®* bzw. v; eines Vektors bei der 
linearen Übertragung ergibt sich nach (38a, b) durch folgende For- 


meln: x 
dv= — £ dbio", (41a) 


dv,— ddr. (41b) 
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Sie stehen im Zusammenhang mit den Grundformeln für das abso- 
lute Differentiieren eines Vektors (86a, b) 
u BIER 
de, = Zdbie,, 
dei= — Sdbiek. 
k C 


und lassen sich mit ihrer Hilfe umformen. Aus der letzten Formel 
folgt 


dee = — dbi; (42) 
also ist x MAR 
dvi = > dei» ep u" 
oder N ; 
dvi = dei. y. (43a) 
Ähnlich 
dv:= derv. (43b) 


247. Lineare Übertragungen im Euklidischen Raum. Die im 
Euklidischen Raum getroffene Festsetzung, daß Vektoren, die durch 
eine Parallelverschiebung ineinander übergeführt werden können, 
als gleich gelten, verträgt sich mit den Festsetzungen, die allgemein 
für die Übertragung eines Vektors getroffen worden sind. Definiert 
man in jedem Punkt des Euklidischen Raumes eine Basis e,, €z, €s 
durch Parallelverschiebung einer im Anfangspunkt gegebenen Ba- 
sis &,, &,, &,, So sind an jeder Stelle nach (42) sämtliche dd*=0. Da 
die Fundamentalgrößen gix sämtlich konstant sind, ist das Lemma 
von Ricci erfüllt. Die Maßzahlen eines Vektors bleiben bei der Par- 
allelverschiebung ungeändert in Übereinstimmung mit den Glei- 
chungen (41a), die sich in diesem Fall auf dv’ = 0 reduzieren. 

Wird ein Bündel von Vektoren aus einem Punkt P in einen nicht 
notwendig benachbarten Punkt P’ durch Parallelverschiebung über- 
tragen, so bleibt es zu sich kongruent. Ein Vektor des Bündels 
wird dabei in einer Geraden verschoben, die dieselbe Richtung hat 
wie der Vektor. Die Geraden des Euklidischen Raumes sollen 
als Bahnkurven der Parallelverschiebung bezeichnet werden. 

Die Parallelverschiebung ist indessen keineswegs die einzige im 
Euklidischen Raum mögliche lineare Übertragung, z.B. kann man 
in der Euklidischen Ebene eine lineare Übertragung dadurch fest- 
legen, daß alle Feldvektoren vom gleichen Betrag, die mit den von 
einem festen Punkt O ausgehenden Radien gleiche Winkel bilden, 
als gleich betrachtet werden. Die Bahnkurven dieser linearen 
Übertragung sind die logarithmischen Spiralen mit dem Zentrum O, 
darunter speziell die von O ausgehenden Radien und die konzentri- 
schen Kreise um O. 
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Die beiden betrachteten Übertragungen im Euklidischen Raum, 
nämlich die Parallelverschiebung und die Übertragung in der Ebene, 
deren Bahnkurven Spiralen sind, sind integrabel, d.h. sie sind 
nieht nur für infinitesimal benachbarte Punktepaare, sondern für 
beliebige Punktepaare definiert, und wenn man aus der konfinuier- 
lichen Gruppe der infinitesimalen Operationen einer linearen Über- 
tragung eine endliche Operation ableitet, so ist ihr Ergebnis vom 
Weg unabhängig. Diese Eigenschaft ist, wie sich zeigen wird, für 
den Euklidischen Raum charakteristisch. 

248. Bahnkurven einer linearen Übertragung. Eine ein- 
dimensionale stetige Mannigfaltigkeit von Punkten im R,, deren 
Koordinaten u®, u®, --- u? Funktionen eines Parameters t sind, 
wird als Kurve bezeichnet. 


Der Vektor 
y A du 
d3 = Ie;duw um, At 
heißt gerichtetes Linienelement der Kurve. Der Einheitsvektor 


d O dt 
I 


ds u ds 


soll Tangentialvektor der Kurve genannt werden. 

Wenn der Tangentialvektor einer Kurve im Punkt P bei linearer 
Übertragung nach einem Nachbarpunkt P’ der Kurve in den Tan- 
gentialvektor in P' übergeht, so heißt die Kurve eine Bahnkurve 
der linearen Übertragung im Riemannschen Raum. Die 
Bahınkurven einer linearen Übertragung sind also durch die Forde- 
rung definiert, daß das absolute Differential des Tangentialvektors 
längs einer Kurve verschwindet: 


an w 
dTa = d e; da = 
oder nach (38a): 


2: ‚a EA + Zaun ]=0 = (44) 


Hieraus erhält man die Ditferentialgleichungen der Bahnkurven, 
wenn man die lineare Ditferentialform db, ausführlich schreibt: 


t 


} ob,. 
dbi — 25 du', 
l 


u 


t 


ob.. 
wo die Koeffizienten A der linearen Form nicht etwa Differential- 
u 


quotienten sind. Man kann dann in (44) zu Differentialquotienten 
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nach ds übergehen und erhält die Differentialgleichun- 
genderBahnkurven in der Form 


Pu‘ i OB au 
ei or a, (1,2). (45) 


ds 


Zu jeder Übertragung in einem Riemannschen Raum gehört ein 
besonderes durch die db}. bestimmtes System von Bahnkurven. Es 
sollnun versucht werden, ausallen möglichen Über- 
tragungen eine ausgezeichnete derart herauszu- 
greifen, daßsich beim Übergang zum Euklidischen 
Raum die Parallelverschiebung ergibt. 

Im Euklidischen Raum sind die Bahnkurven der Parallelver- 
schiebung die Geraden, d.h. die geodätischen Linien. Andrerseits 
haben die Differentialgleichungen der geodätischen Linien im Rie- 
mäannschen Raum die Gestalt der Differentialgleichungen der 
Bahnkurven (45), wie sich im folgenden zeigen wird. Es liegt also 
nahe zu versuchen, eine Übertragung im Æ, so zu definieren, daß 
die Bahnkurven die geodätischen Linien werden. 


249. Geodätische Linien. Unter geodätischen Linien im R, sollen 
diejenigen Kurven im F, verstanden werden, deren Bogenlänge 
zwischen zwei festgewällten Punkten einen extremen Wert besitzt. 
Es muß also die Variation ihrer Bogenlänge zwischen zwei Punkten 


verschwinden, also: ; 
1 


ô | ds=0 
i 
sein. Das Linienelement einer Kurve ist 
ds = YE girduidu = VÆ giru"u" dt, 
wenn zur Abkürzung 


du! 


at 


li- 


== l n) 


gesetzt ist. Setzt man weiter zur Abkürzung 
I VEgru'uR, 


so sind die geodätischen Linien durch die Forderung 


ti n DIENTEN ti 
ô [VE giwt u"dt = s [Lat =0 (46) 
bestimmt. * 9 
Mit den Methoden der Variationsrechnung wird diese Gleichung 


(46) durch ein System von gewöhnlichen Differentialgleichungen, 
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die Euler-Lagrangeschen Differentialgleichun- 
gen, ersetzt. Ohne auf Begründungen und Einzelheiten einzu- 
gehen, soll wenigstens der Weg gezeigt werden, auf dem diese 
Differentialgleichungen abgeleitet werden. 

.L hängt von den Größen w und «’ ab, die ihrerseits Funktionen 
des Parameters ? sind; die in (46) vorgeschriebene Variation wird 
ausgeführt, indem man die Funktionen w und «w? variiert: 


fia [2% ou + du’) dt. 


Durch Ver von Differentiation und Variation 


du! bei dôu 


E E E RR 
oui = O dt 


und nachfolgende Teilintegration erhält man 


afra- E35 “+2 agd)at 
=E h] + p (= )Owat. 


Das von der Integration freie o der rechten Seite verschwindet, 
wenn an den Grenzen fọ und 2, die Variationen da‘ Null sind; das 
ist der Fall, wenn nur die Bogenlängen von Kurven zwischen zwei 
festen Punkten verglichen werden; soll also nach (46) 


tı 
ôfLdt zug 
to 


sein, so muĝ das Integral auf der rechten Seite verschwinden, und 
zwar für Variationen dw‘, die überall zwischen den Grenzpunkten 
beliebig sind. Es müssen also die unter dem Integral auftretenden 
Funktionen selbst verschwinden oder 

òL d ÒL 


S E —(ı) EES (47) 


sein. Damit sind die Euler-Lagrangeschen Differentialglei- 
chungen, für unser Problem die Differentialgleichungen 
der geodätischen Linien, gefunden. 
Führt man in (47) den Ausdruck für Z ein, so erhält man nach 
einer Indexvertauschung 
y 'k 
1 Ò Iir tink d gk” 


TENEN lep A Uon E 
VZ gipu u" EA at Vz, k wur 
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Das Auftreten des Faktors 2 beim letzten Glied rührt von der 
Symmetrie von L hinsichtlich der Indizes ¿ und X her. 

Das Gleichungssystem (48) wird erheblich vereinfacht, wenn man 
den bisher beliebigen Parameter ¢ durch die Bogenlänge s einer 
Integralkurve ersetzt. Dann ist 


du! du” A 
a Jik Je de 
an Stelle von I giw tw E zu setzen. Damit reduzieren sich die Diffe- 
rentialgleichungen der ai Linien auf: 


> WÒ Jik du? du” > duť 
= re = 2 ESI 7 — 
Fan òu! ds ds Ir 


Wenn man im zweiten Glied die Differentiation ausführt, folgt nach 
einer Indexvertauschung: 


eo A > KE, 
e òu! ou uk) ds ds T gir FF 


Zur Abkürzung führt man die Christoffelschen Symbole erster 
Art ein: 


#4 E ci a u) 


l ou òu! ou (49) 


und erhält die Differentialgleichungen: 


DATE, ale Zu een). 


Die Auflösung dieser Gleichungen nach den zweiten Differential- 


deu” 2 ; . 
quotienten - er kann jetzt dadurch geleistet werden, daß man sie 


mit g'™ multipliziert und nach l summiert. Zur Vereinfachung der 
Schreibweise führt man die Christoffelschen Symbole zwei- 


ter Art ; 

ik ik aE 

la I pels] (50a) 
ein, aus denen sich wieder die erster Art 


% = DA sa fik (50b) 


ergeben. Damit erhält man die Differentialgleichungen 
der geodätischen Linien in der endgültigen Gestalt: 


du” fik di d! — m 
ds? DA ds v puma 2 - 61) 
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250. Geodätische Übertragung. Die Differentialgleichungen der 
geodätischen Linien im R» (51) 


d’ u Eli dut du! 
= NT 
ar ds ee e=1,2, N). 


haben die Form der Differentialgleichungen der Bahnkurven einer 
linearen Übertragung (45): 


Pat pu du" du! 
2 E ds ds 


ds 


=0 OSa 


Es wird also eine lineare Übertragung existieren, deren Bahnkurven 


kl 
die geodätischen Linien sind, wenn die Größen ladie Bedingungen 
i 


dbk 
erfüllen, an die die — en z geknüpft sind. Diese Bedingungen folgen 
u 


aus dem Lemma von Ricci (37a): 


rı ob; ST 0) = 
rer c 
Es soll versuchsweise die rechte Seite der Gleichung berechnet 
ob. ob 
werden, wenn an Stelle der Zum und Zum die entsprechenden 
u u 


Christoffelschen Symbole zweiter Art eingesetzt werden. Man 
erhält dafür nach (50b) 


Zire iret 


Schreibt man diese Symbole ausführlich nach (49) auf, so erhält 


man k ! dg : 
| + | a Iki, (53) 
ou" 


Damit hat sich die linke Seite der Gleichungen (52) ergeben. und die 
Christoffelschen Symbole zweiter Art genügen also den Bedin- 
gungen des Lemmas von Ricci. Infolgedessen existiert im Ær 
eine lineare Übertragung, deren Bahnkurven die 
geodätischen Linien sind. Siewirdalsgeodätische 
Übertragungbezeichnet. Wegen der Analogie zur Parallel- 
verschiebung im Euklidischen Raum wird sie auch Parallel- 
verschiebung im Riemannschen Raum genannt. 
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251. Formeln für die geodätische Übertragung. Die Chri- 
stoffelschen Symbole der ersten wie der zweiten Art ändern nach 
(49) und (50a) ihren Wert nicht bei BE der oberen Indizes: 


et Mei 


Da für die geodätische REN 


dbk _ (el) (54) 
ðw lil 

ist, folgt aus der Symmetrie der Christoffelschen Symbole: 
ob, 0b, (55) 


In Ziff. 244 wurde erkannt, daß die dbi, die mit den Maß- 
zahlen gx der Fundamentaldyade und ihren Differentialen durch 
das Lemma von Ricei zusammenhängen, nicht eindeutig durch diese 
bestimmt sind. Die Bestimmung wird eindeutig, wenn man die 
Forderung der Christoffelschen Symmetrie (55) hinzunimmt. 
Davon überzeugt man sich durch eine Abzählung: 


Die Anzahl der Symbole y ist unter Voraussetzung der Chri- 
stoffelschen Symmetrie gerade so groß wie die Anzahl der Diffe- 


Iik e e 
rentialquotienten Ei mit Rücksicht auf die Symmetrie der metri- 
u 


` y T n?( 1); 
schen Fundamentalgrößen Jir, nämlich N ; mithin genügen die 


Gleichungen (52) gerade zur Bestimmung der Symbole. Die geo- 
dätische Übertragung ist also die einzige lineare Übertragung, für 
die die Christoffelsche Symmetrie gilt. 

Da das Lemma von Ricci für die geodätische Übertragung er- 
füllt ist, haben die verschiedenen Gestalten, die das Lemma an- 
nehmen kann, nur den Wert von Identitäten, 

Die beiden Formen (37a, b) des Lemmas 

dgrı— $ dbigii — Zdbigr—d, 
dg! -+ zabig‘! -i > db;g "= 0 


führen auf die Identitäten 
Iri 2 k o) 5: lo 7 
Fe Fa IT | i lgi = 0 (56) 


Ogrı ee (56a) 


ou 


oder nach (53) 
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und 
en + I)" + 2 )e*=0. (i 
In diesen Formeln sind die Maßzahlen due des gerichteten Linien- 
elements kontravariant angesetzt. Wählt man die kovariante 
Form de, so werden die Identitäten weniger einfach. Denn die 
Christoffelschen Symbole sind für kontravariante Maßzahlen 
gebildet und für kovariante weniger brauchbar; vollständige Sym- 
metrie lassen sie vermissen. 
Die Grundformeln (36) und (41) für das absolute Diiferentiieren 
und die lineare Übertragung gehen für den Sonderfall der geodäti- 
schen a in folgende Formeln über: 


òv; : 
m fi A Br gl, 
Em es Er Ju ra Vay 9% 
arte AAG k A A 
ðu li òul i 


Dabei sind die Maßzahlen du’ des gerichteten Linienelementes kon- 
travariant vorausgesetzt. 


252. Frenetsche Formeln im R„. Als Anwendung der linearen 
Übertragung soll eine Erweiterung der Frenetschen Formeln für 
Kurven in Riemannschen Räumen durchgeführt werden. Einer 
Kurve im A, läßt sich in jedem Punkt (und zwar in verschiedener 
Weise) ein n-Bein zuordnen. Um ein n-Bein, dessen Scheitel sich in 
einem Punkt P der Kurve befindet, in ein n-Bein in einem Nachbar- 
punkt P’ der Kurve überzuführen, bedarf es einer linearen Über- 
tragung und einer infinitesimalen Drehung. Bei der linearen Über- 
tragung ist die absolute Änderung jedes Beines null. Es bleibt also 
nur übrig, die Art der Zuordnung eines n-Beins zu einem Kurven- 
punkt festzusetzen und die Drehung zu bestimmen. 

Als erstes Bein soll der Tangentenvektor t, in P gewählt werden. 
Durch die Drehung geht er in den Tangentenvektor t, + dt, in P’ 
über, wobei dt, ein absolutes Differential bedeutet. Wählt man 
als Parameter des Kurvenpunkts die von einem beliebigen Anfangs- 
punkt aus gemessene Bogenlänge s, so kann 

ARE 


: ‚ 3 z è dt 
geschrieben werden, wo t, den absoluten Differentialquotienten Fri 


(57) 


bedeutet. t, t' bestimmen ein Flächenelement Æ, (entsprechend 
der Schmiegungsebene im Euklidischen Raum). Als zweites Bein 
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soll ein Vektor t, gewählt werden, der in Æ, auf t, senkrecht steht 
(Hauptnormale). Bei der Drehung tritt t, aus Æ, heraus und geht 
in einen Vektor t, + dt, über, der zusammen mit t,, t, ein Raum- 
element Æ, definiert. Dabei ist 


E= ii So 


Als drittes Bein soll ein Vektor t, gewählt werden, der in E, auf E, 
senkrecht steht. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens wird jedem 
Punkt der Kurve ein bis auf den Richtungssinn der Einheitsvek- 
toren eindeutig bestimmtes n-Bein, das begleitende n-Bein, 
zugeordnet. 

Nach Bestimmung des nten Beins bricht das Konstruktionsver- 
fahren ab, da die Richtungsänderung des nten Beins dem durch 
das n-Bein bestimmten Raumelement Ea angehört. (Wenn die 
Kurve im Sinn der linearen Übertragung im ganzen oder in der 
Umgebung eines singulären Punktes einem Raum von weniger als 
n Dimensionen angehört, bricht das Verfahren vorzeitig ab; das be- 
gleitende n-Bein ist dann im allgemeinen nicht eindeutig festzulegen. 
Insbesondere wird für die Bahnkurven der Übertragung selbst die 
Konstruktion des begleitenden n-Beins schon nach dem Tangenten- 
vektor unmöglich, bzw. unbestimmt.) 

Die Konstruktion des n-Beins läßt erkennen, daß jeder Diffe- 
rentialquotient t; durch höchstens die ersten »-+ 1 Einheitsvek- 
toren linear ausdrückbar ist. Die Formeln (33”) für die Drehung 
eines n-Beins brechen also spätestens mit dem rechts der Haupt- 
diagonalen stehenden Element ab. Aus der Antisymmetrie der De- 
terminante dieses Gleichungssystems folgt dann, daß auch links 
der Hauptdiagonale nur je höchstens ein Element auftreten kann. 

Damit werden die Gleichungen für die Drehung des begleitenden 
n-Beins: 


re, k 

t=—khh * +k 

t= ee e S (58) 
t! kni b1 Sa 


n 
Sie sind die für eine Kurve im Riemannschen Raum geltende 
Verallgemeinerung der Frenetschen Formeln. Die Koeffizien- 
ten kı der Transformation sind für die Kurve charakteristische 
geometrische Größen und werden wie im dreidimensionalen Eu- 
klidischen Raum als die Krümmungen der Kurve bezeichnet. 
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Aus (58) folgt 
dt; 
k= hr (= 1,2,- n— 1). (38°) 


Diese Darstellbarkeit der Krümmungen k, als skalare Produkte 
läßt ihren Invariantencharakter erkennen. 

Geht man zu Koordinaten über, so sind die absoluten Differen- 
tiale dt; nach (38) unter Einführung einer von Ort zu Ort veränder- 
lichen Basis zu berechnen. Die Einfachheit und Klarheit der For- 
meln (58) und (58) geht dabei verloren). 


S 3. Differentialinvarianten. 
253. Bildung von Differentialinvarianten. Der symbolische 


Vektor 
V-de2 


u 


(59) 


besitzt im Riemannschen Raum ebenso invarianten Charakter 
wie im Euklidischen. Bei seiner Anwendung auf eine extensive 
Größe, die auf eine von Ort zu Ort veränderliche Basis bezogen ist, 
hat sich die in V vorgeschriebene Differentiation auch auf die 
Grundvektoren der Basis zu erstrecken. 

Unter Berücksichtigung dieser Vorschrift können durch Anwen- 
dung von V auf skalare oder extensive Feldfunktionen neue Feld- 
funktionen mit invariantem Charakter gewonnen werden. Sie 
sollen, gleichgültig ob sie skalar oder extensiv sind, als Diffe- 
rentialinvarianten bezeichnet werden. 

Aus einer skalaren Feldfunktion U(u®, u®, --- u) läßt sich als 
einfachste Differentialinvariante ihr Gradient 


u ‚OU 
VAES > ge 60 
er : ou’ yi 


ableiten. Das skalare Produkt eines Gradienten mit sich selbst oder 
einem anderen Gradienten gibt eine skalare Differentialinva- 
riante (erster und gemischter Beltramischer Diffe- 
rentialparameter): 


= ‚.OU OU 
VO.YVU= Dig 00, 
P z 4 Òut duk 


TNT V = Y'r òU oK. 


a Òut uf 


(61) 


1) Vgl. M. Lagally, Die Frenetschen Formeln im Riemannschen 
Raum. Leipziger Berichte 77 (1925). 
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Durch Anwendung von ' auf einen Feldvektor v erhält man 
eine Dyade, die lokale Dyade: 


ei > REES à 
e € — D ertt. 
i ou 


Bei Beschränkung auf geodätische Übertragungen 


wird nach (57) 
Vı= ig, |9®% ik), y Mg 
J = ae lat Dlh | (62a) 


Bezieht man v auf die kontravariante Basis, so wird 


a“ be id d 
J b= eo 
òv 
z > RE > i l) 
We >; ee % A (62b) 


Durch Verjüngung kann man eine skalare Differentialinvariante, 
die Divergenz von b, gewinnen: 


ETE ER ik) x 
ara > 
Vo= Ita) (63b) 


Ist, speziell p ein Gradient: 


D= yA abo mw 


oder 


òU > voU 
du? EE 


so nimmt seine lokale Dyade die beiden Gestalten an: 


TU=-VYVU= ar ej + EARR o ~] (64a) 
ga SNV Te Ze ee eh n2 n j (64b) 


Die durch Verjüngung entstehende skalare Differentialinvariante 
ist als Laméscher oder zweiter Beltramischer Diffe- 
rentialparameter bekannt: 


AU=V:.VU= 2 e EAE al: | (65a) 


au vo Je AED 


Lagally, Vektorrechnung. 2 


oder 


‚oder 
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In dreidimensionalen Räumen läßt sich aus (62b) auch ein Aus- 
druck für die Rotation von v bilden, der wegen der Symmetrie 
der Christoffelschen Symbole besonders einfach wird [vgl. 
Ziff. 226 (45)]: (66) 

d ò e ĉa êz 
OR v; 1 02 0 
n= y i= ex el Su Da ons a 


ðu òul 
u. -% 


Aus den Ausdrücken (63a) und (65a) für V-v und AU lassen 
sich durch eine Umformung die Christoffelschen Symbole ent- 
fernen. Diese Umformung stützt sich auf die Identität 


TI 6n 


Òu’ 


in der g die Determinante der Maßzahlen gix der metrischen Funda- 
mentaldyade bedeutet. (Gram sche Determinante.) 
Um diese Identität zu beweisen, setzt man g in die Form 


Jua Ja “ Jri Eiter Careg =e Cne] 
g= Jie Jx Ing (er, 85%, En” Èa |. 
Hi 3 
Jin Ian Inn Ci'n EarEn enter 


Die Differentiation von g wird in der Weise ausgeführt, daß die 
zweite Determinante nach Spalten bezüglich des ersten Faktors 
eines jeden Elements und nach Zeilen bezüglich des zweiten Fak- 
tors differentiiert wird; verwendet ınan hierzu die Formel (57): 


de >! il) 
Di (rje 


so tritt bei der Differentiation des Faktors e, ein Summe von 
Determinanten auf, die sämtlich bis auf eine verschwinden, welche 


z 5 il 
sich von der ursprünglichen Determinante nur um den Faktor ke 


unterscheidet. Mithin wird 
ds ag R 


n 


woraus sofort die Identität (67) folgt. 


: ._ òv 3 
Dann wird (63a), wenn man noch in a den Index ¿ durch %k er- 
u 


Von DE + eV u] 


lie, u Ouk 


setzt, 
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oder 


y 1 ò ; rer 
M Be > a (V9). (68) 
Für v = V U, also w=, folgt: 
Ug 


AU=V-VU- a 


Führt man die kovarianten Maßzahlen des Gradienten VU ein, 


so wird à 
es KE ras ikðU, £ 
DAR PATT, Òut (689 


254. Differentialinvarianten im dreidimensionalen Raum. Die 
für V U und A U erhaltenen Ausdrücke lassen eine bemerkenswerte 
Umformung zu, die zwar für beliebige Räume von n Dimensionen 
ausführbar ist, aber für den dreidimensionalen Euklidi- 
schen Raum bei Einführung allgemeiner Koordinaten besonders 
wichtig ist. 

Der Gradient (60) 


¡9U 


läßt sich bei Einführung der kovarianten Basis in die Gestalt 
> ou 
x 7, U= ik - 
i ik a òu (69) 


setzen. Da die g‘* die reduzierten Minoren der Determinante g der 
gix sind, kann der für Y U erhaltene Ausdruck als geränderte Deter- 
minante geschrieben werden, die unter Beschränkung auf drei Di- 
mensionen angegeben werden soll: 


Ben oo 
òU 
1 Ju Je Is Ju 
VA IEF òU |: (70) 
I |J Jas Jas Jus 
òU 
Isı Iss Is Jus 


Durch Multiplikation von (70) mit der ursprünglichen Definitions- 
gleichung des Gradienten (60) erhält man für den ersten Bel- 


tramischen Differentialparameter den Ausdruck: 
21* 
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ðU .ðU oU 


ðU òU OU | 

ðu! ðu? ðu’ 0 | 

òU | 
Sae A I 9 30] EN 
VU.VU=! 1 (10) 

i | Iz J22 Hs ðu” | 

òU | 

[J31 Ysa Vss Juil 


Dieser Ausdruck ist für das praktische Rechnen bequemer als der 
ursprüngliche (61). 

Für orthogonale Koordinaten erhält man erheblich vereinfachte 
Ausdrücke, wenn man die Determinanten (70) und (70a) ent- 


wickelt: 


EP E 
m Jn 9ut + Jaz dU? 


E E ATN A ATN A Ne 
y T Bde F I22 (a) F J33 A ; 
Der Lam ésche eiri (68) 
=OU) 
U= ik - 
A 74 =" du g Va 


ist formal geradeso gebaut wie der Ausdruck (69). An Stelle der 


ês OU, 
aa f 
(70”) 


Grundvektoren e; treten die Differentiationssymbole ~ er , deren Ein- 


fluß sich auf die nachfolgenden Faktoren erstreckt. Setzt man also 
wie oben A U in die Form einer geränderten Determinante 
ò ò ò 
u m im l 
1 U 
Ju J Iis You 


u 

A 1 ou |» 
vs Jovi Izz JIes Vg DÀ 

1 òU 

Isı Isa Iss Yg i 


(71) 


so ist zu berücksichtigen, daß die in der ersten Zeile vorgeschrie- 
ò 

benen Differentiationen SF an den Minoren auszuführen sind, die 

bei der Entwicklung der Determinante als formale Faktoren der 

= auftreten 

Auf ` 


Für orthogonale Koordinaten ergibt die Entwicklung der Deter- 
minante den Ausdruck: 
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A E = 
1 | ò ( G22 aga dU ) SI: | Iı Iss OU + ò Yu 11 Jaz ÒU 
V 911 922933 dut Ju w du? Ja DU? du? Jas Òu? 


der von Jacobi bei der Transformation des im Euklid ischen 
Raum mit dem Lam schen Differentialparameter identischen La - 
placeschen Ausdrucks 


Ne OU ROTEN ORT, 
An PE dy? Say 022 


gefunden wurde. 


255. Dilferentialinvarianten einer Fläche. Ist U(u®, u®) eine 
skalare Feldfunktion auf einer Fläche, so nimmt der erste Bel- 
tramische eg 


die folgende Gestalt an: 
N is EGF" š (72a) 


Der gemischte Differentialparameter wird 
-ðU òV òU òV  oUOV ‚oUoV 
2 PIE IT une T + ou? r) Be "dur du! 
zF i 


VU.-YJV/= 


Für den Lam&schen a erhält man mittels der- 
selben Formeln: 


U _ p?U a y goe. 

1 ò òu ðu? ò ou! Òu? 

AU= Sr A - (72b) 
~ YVEG-Fi|du YEG-PM "on YPG- 


256. Krümmungstensor als Differentialinvariante. Die bereits 
aufgestellte lokale Dyade \/v eines Vektors v (62b) 


za ipl ý Pr | 
Year eelan T DAHL 
ist nicht symmetrisch. Ihr antisymmetrischer Teil ist 


er Dei 2) 


Nur wenn p ein Gradient ist 
veS 


oder 


y 
bD = UNZ 
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ist die lokale Dyade symmetrisch: 


vo=bv- Zee D 


Ebensowenig wie die lokale Dyade eines Vektors symmetrisch 
ist, ist es der lokale Tensor (dritter Stufe) einer Dyade 


SZ Sa;neiek. 
ik 


Man hat zu unterscheiden zwischen 
Moz ga ee| m PAR f W) 
DV = ae were — I lat (jaer) 


Wenn die Dyade symmetrisch ist, ist jeder der beiden Ten- 


und 


soren V ® und by bezüglich zweier Indizes symmetrisch. Die Maß- 
zahlen des ersten bleiben ungeändert bei Vertauschung von o und z, 
die des zweiten bei Vertauschung von ọ und o. Dagegen besitzt 
keiner der beiden Tensoren Symmetrieeigenschaften bezüglich der 
Indizes o und t. Vielmehr gehen bei dieser Vertauschung die Maß- 


4 
zahlen des einen in die des anderen über. Die Differenz VD — PV 
ist folglich antisymmetrisch bezüglich ọ und rt. 

Besonders einfach wird diese Differenz, wenn man ® spezialisiert 
und 


Y 
= V!U=UV;, 


il òU 
aT OEA Rem > N. 
dut òu! Duk 


setzt. Aus der Differenz fallen nicht nur, wie unmittelbar ersicht- 
lich ist, die dritten Differentialquotienten von U hinaus, sondern 
auch die zweiten, wie sich bei der Durchrechnung zeigt. Es er- 
gibt sich 


TU — Ù? 


= > eeerer| — 
gorl 


also nach (73) 


Ò jor 
gai 


9 feo 
du! l 


|+ 


+ DEA 
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: 3 a ðU 
Die Summanden der rechten Seite enthalten die Maßzahlen > ; des 
u 
Gradienten 
‚ol 
[4 — 


ae ou! 


als Faktoren. Man kann die rechte Seite deshalb als skalares Pro- 
dukt von Y U und einem Tensor vierter Stufe schreiben: 


y er 1 l 
NVAU -UNZN Uran ezet ies, te (14) 


Dieser Tensor vierter Stufe wird als Krümmungstensor 
bezeichnet, seine Maßzahlen Æ? ,, sind die in den eckigen Klam- 


mern stehenden Aggregate. Der Krümmungstensor ist 
eine extensive Differentialinvariante der metri- 
schen Fundamentaldyade. 

Der Krümmungstensor hat eine wichtige geometrische Bedeutung 
und wird im nächsten Paragraph geometrisch abgeleitet. 


8 4. Geometrische Theorie des Krümmungstensors. 


257. Abhängigkeit der linearen Übertragung vom Weg. Die 
lineare Übertragung eines Vektors b ist für infinitesimal be- 
nachbarte Punkte definiert. Man kann indessen die Übertragung 
des Vektors b von einem Punkt P auch nach einem nicht be- 
nachbarten Punkt Q dadurch definieren, daß man den Weg 
vorschreibt, auf dem die Übertragung stattfinden soll, und sie in 
infinitesimale Schritte längs dieses Weges zerlegt. 

Im Euklidischen Raum ist die Parallelverschiebung vom Weg 
unabhängig. Auch die in Ziff. 247 erwähnte lineare Übertragung 
in der Euklidischen Ebene mit logarithmischen Spiralen als Bahn- 
kurven erwies sich vom Weg unabhängig. 

Andererseits ist es leicht, auch ein Beispiel einer Übertragung 
anzugeben, deren Ergebnis vom Weg abhängig ist. Auf der Kugel 
soll die geodätische Übertragung betrachtet werden, d.h. die Über- 
tragung, deren Bahnkurven die größten Kreise sind. Faßt man auf 
der Kugel ein sphärisches Dreieck PQR ins Auge und überträgt 
ein Büschel infinitesimaler Vektoren der Kugel geodätisch von P 
nach Q, von Q nach R, zuletzt von R nach P zurück, so kommt es 
nicht in der Ausgangslage in P wieder an, sondern es hat sich um 
den sphärischen Exzeß des Dreiecks gedreht. 
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Die Fläche des sphärischen Dreiecks ist 
Fes Tree, 
wenn R der Radius der Kugel, € der : Bogen gemessene sphärische 


Exzeß ist. Hieraus folgt, wenn K = a das G au B sche Krümmungs- 


maß der Kugel bedeutet, 2, 

Das Krümmungsmaß der Kugel kann also durch 
den Winkel gemessen werden, um den ein Vektor- 
büschelbeigeodätischer Übertragungumeinsphä- 
risches Dei vom Flächeninhalt Eins gedreht 
wind: 

Dieser Satz läßt eine Verallgemeinerung für beliebige Flächen 
zu, für deren Ableitung allerdings die Kenntnis des Gauß-Bon- 
netschenIntegralsatzes vorausgesetzt werden muß’): 


Dabei bedeutet [Kdo das Oberflächenintegral des Krümmungs- 
maßes über ein beliebig begrenztes Flächenstück, ps das Linien- 


integral der geodätischen Krümmung längs der Begrenzung des 
Flächenstücks. Ist das Flächenstück ein von geodätischen Linien 
begrenztes n-Eck, so verschwindet die geodätische Krümmung längs 
der Seiten des n-Ecks; nur die Ecken des n-Ecks liefern Beiträge 
von der Größe der Außenwinkel a; zu dem Linienintegral. Also: 


[Kdo+ Boi n (Velen). 
Ersetzt man die Außenwinkel a; durch die Innenwinkel 


a;i = n—a;, 
so wird - - 
| Kdo — Xa; — (n—2)n. 


Auf der rechten Seite steht der Überschuß e der Winkelsumme des 
geodätischen n-Ecks über die Winkelsumme eines geradlinigen, 
ebenen n-Ecks. Dieser Überschuß gibt aber gerade den Winkel, um 
den ein Vektorbüschel bei linearer Übertragung um das geodätische 
n-Eck gedreht wird. 


1) Vgl. etwa W. Blaschke, Vorlesungen über Differentialgeometrie I, § 63. 


& 4. Geometrische Theorie des Krümmungstensors. 399 


Die Gleichung E 
IK do=e 
ist also die Verallgemeinerung der für die Kugel unmittelbar ab- 
geleiteten Gleichung (75). Läßt man die Seiten des n-Ecks klein 
werden und geht zur Grenze über, so erhält man 


K=lm-——- (76) 
[ao 

Die geodätische Übertragung in einer Fläche ist jedenfalls vom 
Weg nur dann unabhängig, wenn ihr Krümmungsmaß in allen 
Punkten verschwindet, also die Fläche eine (Euklidische) Ebene 
oder auf eine solche abwickelbar ist. 

258. Lineare Übertragung um ein infinitesimales Viereek. An 
dem Beispiel der geodätischen Übertragung eines Vektorbüschels 
um ein sphärisches Dreieck (auf der Kugel) oder um ein geo- 
dätisches n-Eck auf einer beliebigen Fläche wurde erkannt, daß ein 
Vektorbüschel bei dieser Übertragung eine Drehung erfahren hat, 
wenn sein Scheitel in die Ausgangslage zurückkommt. Auf die ur- 
sprüngliche Basis bezogen haben sich also die Maßzahlen eines 
jeden Vektors verändert. 

Es soll nun allgemein im Riemannschen Raum ein Vektor- 
bündelum ein infinitesimales Parallelogramm herum linear über- 
tragen und die Änderung bestimmt werden, die jeder Vektor dabei 
erleidet. Diese Änderung besteht in einer Änderung der Maßzahlen, 
wenn der Vektor wieder auf die alte Basis bezogen wird. 

Statt den Scheitel des Vektorbündels um das Parallelogramm zu 
führen, ist es zweckmäßig, ihn auf zwei verschiedenen Wegen vom 
Ausgangspunkt P in die gegenüber- p* 
liegende Ecke P* des Parallelogramms 
zu führen (Fig. 73). Dann hat man die P, 

Differenz der relativen Änderungen eines 
Vektors bei linearer Übertragung längs 
dieser beiden Wege zu untersuchen. p 

Das ist folgendermaßen einzusehen. 

Der infinitesimale Unterschied eines 
Vektors v in zwei benachbarten Punk- 
ten P und P,, sein absolutes Differential dv, setzt sich additiv aus 
seinem relativen und seinem Führungsdifferential zusammen. Bei 
linearer Übertragung ist das absolute Differential 


do = F(dvi+ dbi )e=0, 


Fig. 73. 
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also das relative Differential durch das Führungsdifferential bestimmt 
und ihm entgegengesetzt gleich. Das relative Differential ist dann 


ôb = e dv e= — S dbi ve. (77) 
i ik 


Das relative Differential gibt den Unterschied der Maßzahlen zweier 
Vektoren in P und P,, die durch lineare Übertragung ineinander 
übergehen. bezogen auf die Basis in P. — 

Nun sollen alle Änderungen, die bei linearer Übertragung längs 
der Seite PP, des Parallelogramms PP,P*P,P und längs der gegen- 
überliegenden Seite P,P* eintreten, mit d, bzw. ô, bezeichnet wer- 
den; alle Änderungen bei linearer Übertragung längs der Seiten 
Br und E Remit d, DAW: 0>- 

Bei linearer Übertragung von P nach P, ist die relative Ände- 


rung von D \ 
G= Zedo; 


hierzu konmt bei Übertragung von P, nach P* 
ô, (b + ô 0) = ô, D + ô, ô, b. 


Die relative Änderung von b auf dem Weg von P über P, nach P* 
ist also 
ô, 0 + ô, b + ô, ô, 0. 

Nimmt man den Weg von P über P, nach P*, so vertauschen sich 
die Indizes 1 und 2. 

Der Unterschied der relativen Änderungen auf beiden Wegen 
ist also 

ô, Ô, D — ô, ô, D; 

ebenso groß ist die relative Änderung des Vektors b bei linearer 
Übertragung um das Parallelogramm herum auf dem Weg PP, P*P,P. 
Diese ist, da der übertragene Vektor dann wieder auf dieselbe Basis 
bezogen ist wie im Ausgangspunkt, die gesamte Änderung, 
die der Vektorvb beilinearer Übertragung um das Vier- 
eck herum erleidet, und somit jedenfalls ein Vektor. 

Abkürzend soll 

ô, ô, D — ô, ô- D= Do 

gesetzt und als alternierende Kovariante des Vek- 
tors b bezeichnet werden. Zur Rechtfertigung dieser Bezeichnung 
wird in nächster Ziffer der Vektorcharakter von Dv auch im Sinne 
der Transformationstheorie nachgewiesen. Zunächst aber soll Dr be- 
rechnet werden: hierzu hat man die ersten und zweiten Differentiale 
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der Maßzahlen von v in der durch (77) vorgeschriebenen Weise zu 


bilden: 
: FE N 
d, v= — È d, biv"; 


dad, v= — >d, d biv + Pa dibi d btv. 


Damit erhält man für die Maßzahlen von Dv nach einer Indexver- 
tauschung (78) 


dd vi— d d v= > [— d, d, bi + d dabi + 2 (d, bid bf — dobj, d, bP) l0”. 


Die Änderung von v bei Übertragung um das Par- 
allelogramm ist also bei Verwendung der alten Basis in P 


Dv= ¥[— dd bi+ d dbi + X (d bid bk — d, bid, D]ote. (79) 


259. Vektorcharakter der alternierenden Kovariante eines 
Vektors. Da die alternierende Kovariante Do des Vek- 
tors b ihrer Natur nach (als Differenz zweier Vektoren an der 
gleichen Stelle) ein Vektor ist, verhält sie sich auch 
transformationstechnischals Vektor, d.h. die Maßzahlen 
von Dv in (79) sind kontravariante Größen. 

Um das auch formal zu beweisen, muß man sich zunächst erinnern, 
daß die relativen Änderungen dv‘ der Maßzahlen eines Vektors 

bh — em 
kein System kontravarianter Größen bilden. Geht man vielmehr 
zu einer neuen Basis & am gleichen Ort P über, bringt also den 
Vektor v in die Form 


bD = Div, 
so gelten für die Transformation der Maßzahlen die Formeln 
v— 5 eh uf, ; (80) 


Für die Transformation der Differentiale der Maßzahlen bei linearer 
Übertragung des Vektors v von P nach P, gelten die Formeln 


(Ziff. 244) — RN, : N 
duc > dido Zoh vr 


Für die Transformation der zweiten Differentiale der Maßzahlen 
bei linearer Übertragung des Vektors v von P, nach P* gilt 
d,d, v= Zd dhit Edd "+ Ed d, w+ Eid day. 
Bildet man ebenso d, dav’ und hierauf die Differenz (d, d, — d,d,)v', 
so fallen auf der rechten Seite die mittleren Summanden heraus: 
(da d, — d, d,) vi >a, dı — dı d) A v+ > c,(d,d, — dide) u. 
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Die Größen ci sind eindeutige skalare Funktionen des Ortes, die 
Reihenfolge der Differentiationen d, und d, ist also bei Anwendung 
auf die ct vertauschbar; es verschwindet daher die erste Summe der 
rechten Seite. Die Größen (d,d, —d,d,)v® transformieren 
sich wie die vê selbst (80), bilden also ein System kon- 
travarianter Größen: 


(d,d, — dd, = >c; d, — d,d,)v*. (81) 


260. Krümmungstensor. Nachdem der Vektorcharakter von Dv 
nachgewiesen und die Maßzahlen von Dv als kontravariante 
Größen erkannt sind, folgt aus (79), daß die Größen 


Ri= — (d,d, bi — d, d b$) + > (d, bi d, b% — d, bi d, D% (82) 
die gemischtvarianten Maßzahlen eines Tensors zweiter Stufe 
> Zee (83) 
sind. Man kann dann Dv in die Gestalt 
Dy— ve 


— &.Rigel- Zvte 
it Te 
oder 


setzen. en (84) 


Bei der linearen Übertragung um ein infinitesimales Viereck er- 
leidet das Vektorbündel v eine Veränderung Dv, die durch Multi- 
plikation mit der Dyade z vermittelt wird. Diese Veränderung 
kann nur in einer Drehung bestehen, da bei der linearen Über- 
tragung die Längen und Winkel erhalten bleiben. 

Bezieht man die Dyade t vollständig auf die kontravariante Basis: 

t= Read È Rue, 
wo 
Ru Sg; Rj 


ist, so folgt aus der Antisymmetrie von z (Ziff. 243) 


Ru=—Rı:. 
Man kann also t in die Gestalt 
= PG — ele’) (85) 


setzen, wobei die Summation so auszuführen ist, daß in R;ı die Kom- 
binationen der Indizes zu zweien (nicht die Variationen) auftreten. 
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Führt man in (82) die Differentiationen aus unter Einführung der 
Ditferentiale du* der Parameter, so wird (83) 


= ER UEI 
ilgo Leo a 


Dabei sind die Größen ki „, Maßzahlen eines Tensors vierter Stufe 
und hinsichtlich der Indizes o, o kovariant. 
Da nach (82) Ri bei Vertauschung der Indizes 1 und 2 sein 
Zeichen ändert, kann es in die Form 
R= E, Rod wed uw — d ue diw’) 
gesetzt werden, wobei die Summation nach den Indizes ọ, o so aus- 
zuführen ist, daß die Kombinationen je zweier von ihnen auftreten. 
Zieht man noch den Index ¿ herunter und führt die vierfach ko- 
varianten Maßzahlen & A 
ileo = PAULE 00 
ein, so wird t nach (85) 


T =E Ri1,oo(d, ud, w — d ued u”) (ete! — ete’). (86) 


Loo 
Die Dyade r erscheint hier in Komponenten zerlegt, welche pla- 
nare Dyaden je zweier Grundvektoren ef, e sind; jede derartige 
Komponente bringt eine Komponente der Drehung des Vektor- 
bündels v hervor, bei der die Änderungen der Vektoren b kom- 
planar zu ef, e’ sind. 

Wegen der doppelten Antisymmetrie der Dyade 7 verschwinden 
alle Maßzahlen Æ; ... in denen die beiden Indizes der ersten Gruppe 
oder der zweiten Gruppe einander gleich sind: 


Rii,oo” 0, Ril,oe” 0, 
während für die nicht verschwindenden Maßzahlen die Beziehungen 


Te etor — Eir, so (87) 
gelten. 
Die Differenz d ued, w° — d ued u? kann als doppeltskalares Pro- 


dukt zweier planarer Dyaden betrachtet werden: 


d, we dy W — da Ue dy W” = > (ee — eree) .-(d,3d, 8 — d,3d,3). 


Dabei bedeuten 
dead, dI ST Bed, 


die Seiten PP, und PP, des umfahrenen infinitesimalen Vierecks. 
Dieses wird nach Stellung und Größe durch die planare Dyade 


| do — 7 (d,8d, 8 — d, 8d,3) 
bestimmt. 
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Mithin wird 
1 A A 
T= Ti Piboo ltet — elet) (ee — eree)». (d, 8d, 8 — d 8d8). (88) 


Die Dyade t, welche die bei der Drehung des Vek- 
torbündels eintretende Veränderung bestimmt, 
ist das doppeltskalare Produkt aus einem Tensor 
vierter Stufe,dem Krümmungstensor: 


x => Rit eol e!— ele’) (eeee— eree), (89) 
il,oo 


der nur eine Funktion des Ortes ist, und der pla- 
naren Dyade dw, welche das umfahreneinfinitesi- 
male Viereck charakterisiert. Somit wird die Dyade 
der Drehung des Vektorbündels 


T—=x.do. (90) 
Die durch die alternierende Kovariante Dv gegebene Änderung der 
Vektoren des Bündels ist 
Dy =t. = (x. dw).v. (91) 
In (86), (88) beziehen sich die Indizes i, l? der Maßzahlen Riz oo, 
wie schon erwähnt, auf die Komponenten der die Drehung vermit- 
telnden Dyade t, die Indizes 0, o auf die Komponenten der planaren 
Dyade, welche das umfahrene Viereck bestimmt. Im Krümmungs- 
tensor erscheint dieser Unterschied nach Abspaltung des Fak- 
tors do verwischt. 
261. Berechnung des Krümmungstensors bei geodätischer 
Übertragung. Für die Maßzahlen K; der die Drehung vermitteln- 
Dyade t erhält man bei Einführung der Parameterdifferentiale du* 


on ob a, 08 05,00) 0ob,0b, 

Ri— -( N | Ja odu”, 
i È DUW OUL DuL ÒU en 2 ou ÒU Òu du he 
Bei geodätischer Übertragung wird hieraus nach Einführung der 
Christoffelschen Symbole: (92a) 


r= Zt) ZN en. 


Die Faktoren von d,u°d,u” sind die Maßzahlen Ri, Man erkennt 


die Identität des Krümmungstensors mit dem (Ziff.256) durch for- 
male Operationen erhaltenen Tensor 4. Stufe. Die Maßzahlen Rir, oo 
des Krümmungstensors x ergeben sich durch Herunterziehen des 
Index ĉ: : : 
iii Rino = 2 gy Rj 

J 


l,oo* 
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Die etwas mühsame Ausführung dieser Summation, die indessen 
nichts verlangt als die Gleichungen (50) für den Zusammenhang 
zwischen Christoffelschen Symbolen erster und zweiter Art, 


gibt b vs A K 
A e 0? o oil(to 
Amel PAR ma-e ). (92b) 
Für die geodätische Übertragung gilt die Beziehung 


Ri, Roil: (93) 


Der Nachweis erfordert das Anschreiben der Christoff elschen 
Symbole. 

262. Krümmungstensor einer Fläche. Für eine (zweidimensio- 
nale) Fläche reduziert sich der Krümmungstensor auf 


ò 


More 
ou? 


R—ER nalen vennere ee). 


Die in ihm auftretende einzige Maßzahl R,.,,, ist keine Invariante, 
sondern hängt von der Wahl der Basis ab. Zueinerskalaren 
Invariante des Linienelements der Fläche (Biegungsinvariante 
der Fläche) gelangt man durch zweimalige Verjün- 
gung des Krümmungstensorsx. 

Um zu einer nicht identisch verschwindenden Verjüngung von x 
zu kommen, ersetzt man die unbestimmte Multiplikation der beiden 
planaren Dyaden in x durch die skalare Multiplikation. 


a Ransee e o)e(ere eier) 
— Ron g% ele! + g? (ete? e?et) — gllere®), 
Durch Übergang zu den kovarianten Maßzahlen g;ų wird nach (28) 


Rs, a ; 
a g Inte galt ee) + gaaet’) 


oder nach (26) 


Ar 


Rio, 12 


menge 
{ In J22— (Jia)? 


Die erste Verjüngung des Krümmungstensors unterscheidet sich 
also von dem metrischen Fundamentaltensor um einen skalaren 
Faktor, der invariant ist. Nochmalige Verjüngung würde das Dop- 
pelte dieses skalaren Faktors als skalare Invariante ergeben. 
Die Invariante > 
in ZEN IE, 94 
Ir 9a — (J12)? 2) 
ist nichts anderesals das Gaußsche Krümmungs- 
maß der Fläche, wie im folgenden gezeigt wird. 
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263. Gaußsche Krümmung einer Fläche. Bei der Übertragung 
eines der Fläche angehörigen Vektorbüschels um ein infinitesimales 
Viereck der Fläche wird das Vektorbüschel um einen Winkel de 
gedreht; jeder Vektor v erleidet dabei eine Veränderung, die durch 

Dvo = (x. dw) v 
gemessen wird. Nach (88) und (91) ist 
Do=} Rnlletet— etet (e—ee)..(d,84,8 — d,8d,8)]-0 


(ele?-- e?e!) und (d,34,3 — d,3d,3) sind im gleichen Punkt P der 
Fläche definierte planare Dyaden; sie unterscheiden sich nur um 
einen skalaren Faktor. Die Reihenfolge der Faktoren kann also ge- 
ändert werden; es wird 


Di = 1 Russ. (ee? — e?et). (ete?— e°e') (d3 d, 8 —d,3d,3)-v. (95) 
Nun ist 


1 ; 
a O 
Um (d 3d, 8 — d, 38d, 8): V geometrisch zu deuten, kann man auf das 
Vektorprodukt d8 X d,8 = NAF 


zurückgreifen, wo d.F der Flächeninhalt des umfahrenen Vierecks, 
N der Einheitsvektor der zugehörigen positiven Normalen ist; setzt 


ınan dann Pei, 


so bedeutet d einen Vektor vom gleichen Betrag wie b, der ebenso 
wie v der Tangentialebene der Fläche in P angehört und aus v 
durch eine Drehung im positiven Sinn um 
einen rechten Winkel erhalten wird. Mit- 
hin ist Ð kollinear zu Do und in der zwi- 
schen diesen beiden Vektoren bestehen- 
den Beziehung 
Dy=—dep (97) 
tritt der Drehwinkel de auf (Fig. 74). 
Um de zu berechnen, kann man 
(d 8 X d8) X 0 = (N X bjd F= vd F 
Fi. mA, #+D2 bilden: nach dem Entwicklungsgesetz folet 
(d,38d,3 —d,8d,8)-v—=vdF. (98) 
Setzt man (96), (97), (98) in (95) ein, so ergibt sich 
Ris, 12 


a Er ai (99) 


(ete?— e?et) ei (e! e?— e?e!) gan a a =, 


07 


w 


P 
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Da nach (76) 


das Gaußsche Krümmungsmaß der Fläche ist, ist die in voriger 
Ziffer aufgestellte Behauptung bewiesen, daß die skalare In- 
Rie, 12 
Jaa Jee — (Jie)? 
maß übereinstimmt. 
264. Verjüngungen des Krümmungstensors im R,„. Verjüngt 
man den Krümmungstensor 


variante mit dem Gaußschen Krümmungs- 


IR. 00 CE 
nach ! und o, so erhält man eine Dyade 
= & Rinaostiel. erer 
== DÈ Ri eog e. 


Aus den Eigenschaften (87), (93) der Fiz oo folgt, daß xı eine sym- 
metrische Dyade ist, wenn geodätische Übertragung vorausgesetzt ist. 
Durch Einführung der Ri „, kann man xı in die Form 


z= D my eer (100) 


l, a0 
setzen. In dieser Form spielt die Verjüngung des Krümmungs- 
tensors eine Rolle in der Relativitätstheorie. 
Die zweite Verjüngung des Krümmungstensors ist die skalare 
Invariante 
Ko= X Rir c09 = A R P=FRe. (101) 


400 
Sie bestimmt das Krümmungsmaß des Raumes. 

265. Verschwindender Krümmungstensor. Das Verschwin- 
dendesKrümmungstensorsistnotwendigundhin- 
reichend dafür, daß die lineare Übertragung inte- 
grabelist,d.h. daß ein Vektorbündel beim Umfahren einer un- 
endlichkleinen oder endlichen Kurve in seine Ausgangslage zu- 
rückkehrt. 

Ineinem Euklidischen Raum mit dem Linienelement 

as Da), (102) 


verschwindet der Krümmungstensor jedenfalls, wenn 

geodätische Übertragung vorausgesetzt ist; denn aus der Konstanz 

der Maßzahlen gix des Fundamentaltensors folgt das Verschwinden 

sämtlicher Christoffelscher Symbole und damit das Verschwin- 

den der Maßzahlen R:;:,.. des Krümmungstensors. Das Verschwin- 

den des Krümmungstensors wird dadurch nicht aufgehoben, daß 
Lagally, Vektorreehnung. 22 
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man die Fundamentalform des Euklidischen Raumes durch Ein- 
führung einer neuen, von Ort zu Ort veränderlichen Basis auf die 


Form ; 
j ds Dyra wde 
bringt. 


Umgekehrt folgt aus dem Verschwinden des 
Krümmungstensors, daß der Raum euklidischist. Man 
kann jedenfalls in allen Punkten einer infinitesimalen Umgebung 
eines Punktes P eine Basis eindeutig definieren dadurch, daß man 
eine in P beliebig angenommene Basis nach allen Punkten dieser 
Umgebung linear überträgt. Weil sich bei linearer Übertragung das 
skalare Produkt zweier Vektoren nicht ändert, gilt für je zwei 
Grundvektoren e; und ex der Basis in der Umgebung von P: 


d(e: ex) = Ak = 0. 


Bei einer solchen Wahl der Basis sind also in einer infinitesimalen 
Umgebung von P die gix konstant. 

Ist die lineare Übertragungintegrabel, so kann 
man auch in einer endlichen Umgebung von P die gik 
konstant machen, indem man die in P angenommene Basis 
nach jedem Punkt der endlichen Umgebung linear überträgt; aus 
der Eindeutigkeit der linearen Übertragung und ihrer Unabhängig- 
keit vom Weg folgt nämlich, daß die Gleichung dg:.= 0 in der in- 
finitesimalen Umgebung eines jeden Punktes der endlichen Um- 
gebung von P, also in der ganzen endlichen Umgebung von P gilt. 

Wird die Basis in P als n-Bein vorausgesetzt, so nimmt das 
Linienelement die Form (102) 


d= Ela’) 


an, die oben als Linienelement eines Euklidischen Raumes ein- 
geführt wurde. 

DasVerschwindendesKrümmungstensorsistfür 
den Euklidischen Raum charakteristisch. 


Kapitel 8. Komplexe Zahlen. 


$ 1. Eigenschaften der allgemeinen komplexen Zahlen. 


266. Arithmetische Einführung komplexer Zahlen. Die Theorie 
der Vektoren läßt sich arithmetisch begründen, wenn man die Vek- 
toren als ein spezielles System von komplexen Zahlen höherer Art 
oder von extensiven Größen auffaßt. Die gewöhnlichen komplexen 
Zahlen werden bekanntlich nach dem Vorgang von Hamilton 
arithmetisch als Zahlenpaare eingeführt. Für diese Zahlenpaare 
werden die algebraischen Operationen derart festgesetzt, daß für 
das Rechnen mit Größenpaaren dieselben formalen Gesetze gelten 
wie für das Rechnen mit gewöhnlichen reellen Zahlen. 

In Erweiterung des Hamiltonschen Gedankens kann man als 
komplexe Zahlen höherer Art Anordnungen von n reellen 
oder gewöhnlichen komplexen Zahlen einführen und versuchen, 
algebraische Operationen mit diesen Größen derart festzusetzen, 
daß die formalen Gesetze des Rechnens mit reellen Zahlen nach 
Möglichkeit erhalten bleiben. 

Die Summe zweier komplexer Zahlen gleicher Art (@,, ao, *** an) 
und (b, bs, +++ ba) wird definiert als diejenige komplexe Zahl der- 
selben Art, deren Elemente die Summen gleichstehender Elemente 
der beiden gegebenen komplexen Zahlen sind: 


(ais rt een + bis td). 


Die so definierte Addition ist assoziativ, kommutativ und in Ver- 
bindung mit der Multiplikation mit gewöhnlichen Zahlen distribu- 
tiv. Sie läßt als Umkehrung eine eindeutige Subtraktion zu. 

Aus n beliebig gewählten linear unabhängigen komplexen Zahlen 
von n Elementen läßt sich ein System komplexer Zahlen auf- 
bauen, indem man die gewählten komplexen Zahlen additiv mit 
reellen oder gewöhnlichen komplexen Koeffizienten zusammen- 
setzt. Bezeichnet man die n gewählten komplexen Zahlen ab- 
kürzend mit &,, ĉa *** €n, so kann jede komplexe Zahl des Systems 


auf die Form 
nen ne et me 
29+ 
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gebracht werden. Die Gesamtheit der Zahlen e,, €z, *** €» wird als 
Basis des Systeins bezeichnet; &,&,, Lalo *** Lnên heißen Kom- 
ponenten der komplexen Zahl, £i, Tys- Xn ihre Maßzahlen. 

Komplexe Zahlen sollen wie die Basiszahlen im allgemeinen mit 
deutschen Buchstaben bezeichnet werden: 

T= rie t 2t EEE u DnE 

Zwischen höchstens n + 1 komplexen Zahlen des Systems besteht 
eine lineare Gleichung. Die Wahl von n linear unabhängigen Zahlen 
als neue Basis wird als lineare Transformation der Basis 
bezeichnet. 

267. Multiplikation. Unter allen Systemen komplexer Zahlen 
sind die gewöhnlichen komplexen Zahlen die einzigen, für die die 
Produktbildung so definiert werden kann, daß alle formalen Rechen- 
gesetze genau so gelten wie für die reellen Zahlen (Weierstraß). 

Die verschiedenen Möglichkeiten der Definition des Produkts und 
die daraus folgenden verschiedenen Gesetze der Multiplikation 
unterscheiden endgültig die verschiedenen Systeme komplexer 
Zahlen voneinander. Für die Eigenschaften eines Systems kom- 
plexer Zahlen macht es einen wesentlichen Unterschied aus, ob man 
fordert, daß das Produkt zweier komplexer Zahlen eine komplexe 
Zahl des gleichen Systems ist, oder ob man auf diese Forderung 
verzichtet. Komplexe Zahlen der letzten Art werden vielfach als 
extensive Größen bezeichnet. 

Für komplexe Zahlen im engeren Sinn hat also das Produkt 
zweier Basiszahlen stets die Form 

e ek= D Cikrt (AR Di N) (1) 
während für extensive Größen das Produkt e;e, als extensive 
Größe zweiter Stufe aufgefaßt wird, wenn ihm nicht ein 
skalarer Wert beigelegt werden soll. 

Für komplexe Zahlen wie für extensive Größen wird die Gültig- 
keit des distributiven Gesetzes der Multiplikation in Verbin- 
dung mit der Addition stets gefordert: 


t F3) =t) t E3, 

(t + 0)a =r3 +93. 
Das assoziative Gesetz wird für komplexe Zahlen im enge- 
ren Sinn stets, für extensive Größen nicht immer gefordert. Die 


Gültigkeit des kommutativen Gesetzes kann im all- 
gemeinen nicht mehr verlangt werden. 
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268. Division. Bei der Division als Umkehrung der Multipli- 
kation ist bei Ungültigkeit des kommutativen Ge- 
setzes die Bestimmung des ersten Faktors von der des zweiten 
zu unterscheiden. Beide Arten der Division sind im allgemeinen 
eindeutig ausführbar in solchen Systemen komplexer Zahlen, 
welche eine „HAaupteinheit“ enthalten. Unter Haupteinheit ist 
eine komplexe Zahl e zu verstehen, die den Gleichungen 


er=r, re=g (2) 
für alle z genügt, also insbesondere auch die Gleichung 
ee =e (2 


erfüllt. 

Führt man die Haupteinheit als eine der Basiszahlen e; ein und 
bezeichnet sie für den Augenblick mit e,, so definieren die Glei- 
chungen 

a—e, ra= 
zweiimallgemeinenverschiedenereziprokeWerteder 
Zahl a. Um etwa die erste dieser Gleichungen aufzulösen, setzt 
man a= Fa, ya Far; 
man erhält dann unter Verwendung des Multiplikationsgesetzes (1) 
zur Bestimmung der Maßzahlen x; die Gleichung 


I Ce 
Aa rnikı 1° 


Diese Gleichung zerfällt in folgendes System von n skalaren Glei- 
chungen: 
È Tk litik = t; 


RL litir, 0 für A= 2,3, en. 
t 


Dieses System genügt zur eindeutigen Bestimmung der xx, wenn 
seine Determinante von Null verschieden ist; also: 


|F aicina |F 0. (3) 


Es existiert also im allgemeinen ein (erster) reziproker Wert einer 
komplexen Zahl a, der der Gleichung aa='=e, genügt. Doch ist 
es bei fast allen Systemen komplexer Zahlen möglich, die a; reell 
oder als gewöhnliche komplexe Zahlen so zu wählen, daß die Deter- 
minante (3) verschwindet und damit für gewisse Zahlen a die Bil- 
dung des reziproken Wertes unmöglich oder nicht eindeutig wird. 

Zur Bildung des Quotienten zweier beliebiger komplexer 
Zahlen ist jetzt, wenn die Gültigkeit des assoziativen Gesetzes vor- 
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ausgesetzt wird, keine weitere Festsetzung mehr notwendig. Um x 
aus der Gleichun 
E 5 ra=b 
zu berechnen, multipliziert man sie von rechts mit a=! und erhält: 
Ra E raa I) ee 
oder 
T baak 

Bei Systemen ohne Haupteinheit ist eine eindeutige Division 
niemals möglich. 

269. Systeme von n? Einheiten. Von besonderer Wichtigkeit 
und Einfachheit sind Systeme von n” Einheiten €;x (4, k = 1, 2,- n), 
die dem Multiplikationsgesetz 

eikeim™=O (kl), (4) 
Cikêkm™ Cim 
genügen. Man erkennt, daß jedes derartige System eine Haupt- 
einheit 


emen tea t ae F Beo (5) 
besitzt, die die Bedingungen (2) und (2°) erfüllt. Alle derarti- 
gen Systeme lassen also eine im allgemeinen ein- 
deutige Division zu. 

Zwischen höchstens n?-+-1 Zahlen eines Systems von x? Ein- 
heiten besteht stets eine lineare Gleichung mit reellen oder gewöhn- 
lichen komplexen Koeffizienten. Wählt man in einem System von 
n? Einheiten, die dem Multiplikationsgesetz (4) genügen, eine Reihe 
aufeinanderfolgender Potenzen einer Zahl x, so besteht nicht erst 
zwischen n?-+ 1, sondern bereits zwischen n + 1 aufeinanderfol- 
genden Potenzen eine lineare Gleichung, die als charakte- 
ristische Gleichung des Systems bezeichnet wird. Sie wird 
gewöhnlich in der Form einer linearen Gleichung zwischen den 
ersten n Potenzen von y und der Haupteinheit geschrieben: 


Pa tem —d. (6) 
Für spezielle Zahlen x kann eine Reduktion der charakteristischen 
Gleichung in der Weise eintreten, daß bereits zwischen weniger 
als n-+1 aufeinanderfolgenden Potenzen eine lineare Gleichung 
besteht; daraus folgt aber nicht in allen Fällen eine Erniedrigung 
des Grades der charakteristischen Gleichung. 
270. Beweis der eharakteristischen Gleichung. Einer kom- 
plexen Zahl von n? Einheiten 


= Lancer 
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läßt sich eine skalare Zahl zuordnen, nämlich die von dem Schema 
ihrer Maßzahlen gebildete Determinante |a;x|. Die Determinante 
der Zahl z — że, wo e= $e;; die Haupteinheit und A ein skalarer 
Parameter ist, soll mit @(A) bezeichnet werden. 


la, —A Gy sae in 

lz Aso — À t gn 
pi) = 

Qni Ina Ann A 


ist eine ganze rationale Funktion nten Grades in A, deren Koeffi- 
zienten Funktionen der Maßzahlen a; von £ sind; abkürzend soll 


(—1)"@(A) — Van nn ar DR SF dn—14 ar n 
gesetzt werden. 
Etwas allgemeiner kann man von einer komplexen Zahl g — 4 
ausgehen, in der å selbst eine dem Zahlensystem von n°? Elementen 
angehörige komplexe Zahl ist; man kann sie in die Form 


er — je = eŽtirtik— AÈ tii 


setzen und, ohne die Multiplikation mit e auszuführen, das Schema 
der nun komplexen Maßzahlen der rechts stehenden Einheiten ex 
bzw. e;; ansetzen; dann ist 


ae —À Ast ... une 
pà) UANG Agge — A “e Agne 
nÈ Auge mas aune — À 


auf Grund des distributiven und assoziativen Gesetzes und der 
Eigenschaften der Haupteinheit eine ganze Funktion 
nten Grades der komplexen Zahl 4; und zwar wird 

(— 1)"o(A) = SF ar F SPR + Qu—1À = lne. 

Ersetzt man nun speziell A durch t, so ist die komplexe Zahl £ — g 
oder eg — ge identisch Null, mithin auch die in der angegebenen 
Weise gebildete Determinante (r) ihrer komplexen Maßzahlen; 
also ist 

"tamit.. +12 +me=0. 
Das ist die charakteristische Gleichung, deren Bestehen 
damit bewiesen ist. Auf die möglichen Reduktionen soll nicht ein- 
gegangen werden; sie hängen mit der Theorie der Elementarteiler 
zusammen. 
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§ 2. Zusammenhang mit der Vektorreehnung. 


271. Vektoren und Dyaden. Die Vektoren nehmen in der 
Theorie der extensiven Größen eine verschiedene Stellung ein, je 
nach der Multiplikation, die man zuläßt. 

Die skalare Multiplikation definiert die Vektoren im drei- oder 
allgemeiner im »-dimensionalen Raum als ein System extensiver 
Größen von drei bzw. n Einheiten ohne eindeutige Division. 

Die vektorielle Multiplikation definiert die Vektoren im drei- 
dimensionalen Raum als ein System komplexer Zahlen von drei 
Einheiten ohne Haupteinheit und also ohne eindeutige Division. 

Die dyadische Multiplikation ist assuziativ; sie definiert also die 
Vektoren als erste Stufe eines Systems von extensiven Grüßen, das 
auf beliebig hohe Stufen (Dyaden, Tensoren) erweitert werden 
kann. 

DieDyaden sind bei Voraussetzung skalarer Multiplikation ein 
System komplexer Zahlen von n? Einheiten mit dem Multiplika- 
tionsgesetz (4); als Einheiten e; sind die dyadischen Produkte &er 
zweier Vektoren eingeführt. Die Dyaden besitzen eine Hauptein- 
heit und lassen (für rechte wie für linke Faktoren) eine im allge- 
meinen — nämlich für vollständige Dyaden als Divisoren — ein- 
deutige Division zu. 

272. Quaternionen. Die Hamiltonschen Quaternionen sind 
ein System komplexer Zahlen von vier Einheiten mit einer Haupt- 
einheit. Als Basiszahlen sollen die mit 1 zu bezeichnende Haupt- 
einheit und drei weitere Einheiten į, j, fgewählt und die Produkte 
zweier Einheiten durch folgendes Schema gegeben werden: 


| i t 


an (7) 
—t a 


1 
i 
j 
t I —i —1 


en m 


Die Spalte vor dem quadratischen Schema enthält den ersten Fak- 

tor, die Zeile über dem Schema den zweiten Faktor eines jeden 

Produktes. Die Haupteinheit mit 1 zu bezeichnen, ist zulässig, da 

sie denselben Rechenregeln wie die skalare Zahl Eins genügt und 

von ihr nicht unterschieden werden kann, solange nur Operationen 

innerhalb des Systems der Quaternionen vollzogen werden. 
Zunächst sollen nur Quaternionen 


P= aa tH ai aj + at 
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mit reellen Maßzahlen ao, 4, 4, a, (reelle Quaternionen) be- 
trachtet werden. Jede Quaternion zerfällt formal in zwei additive 
Bestandteile: einen skalaren Teil «, und einen extensiven Teil 
ai -tai T af, der als komplexe Zahl in einem System ohne 
Haupteinheit aufgefaßt und mit einem Vektor identifiziert werden 
kann. Es können also die skalaren Zahlen und ebenso die Vek- 
toren als spezielle Quaternionen aufgefaßt werden. 
Das Pıodukt zweier Quaternionen 


p = aot a,i + aj + at, 
q= bat biit bai + bat 


kann unter Voraussetzung der Gültigkeit des distributiven Gesetzes 
berechnet werden. Es soll durch Nebeneinanderstellen der beiden 
Faktoren ohne besonderes Zeichen bezeichnet werden. Da unter 
den Quaternionen die Vektoren enthalten sind, wird also das Qua- 
ternionenprodukt zweier Vektoren geradeso bezeichnet wie bisher 
das dyadische. Es kommen aber bei der ohnehin nur vorübergehen- 
den Betrachtung der Quaternionen dyadische Produkte nicht vor, 
so daß eine Verwechslung nicht zu befürchten ist. 
Für das Produkt pq erhält man nach dem Schema (7) 


pa = Mbo F albii + baj + bb + bolai + it ad 


ji rl 
— (a,b t aba + azb) +H |a, % aal (8) 
b, in 


Für die Multiplikation gilt das assoziative Gesetz; auf 

den Beweis soll verzichtet werden. Die Nichtgültigkeit des 

kommutativen Gesetzes folgt schon aus dem Schema. 
Bildet man nach dem gleichen Schema das Quaternionenprodukt 


zweier Vektoren P 2 
v = a t T | F Ast, 


w =b i+ bj + bat, 
so erhält man i Jul 


kip 
viw = — (mbi F aba t agba) Hla, a, agl 
O by dp 
oder 
bw = — p- w +v X w. (9) 


Das skalare und das vektorielle Produkt zweier Vektoren er- 
scheinen also als mit negativem Zeichen zu nehmender Skalarteil 
bzw. als Vektorteil des Quaternionenprodukts der beiden Vektoren. 
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273. Division der reellen Quaternionen. Jede Quaternion 
p= a + ari + aj + at 


läßt sich in die Form 

p= + ya,’+a,’+a,’a (10) 
setzen, wobei a den Einheitsvektor des Vektorteils der Quaternion 
bezeichnet. Wie bei gewöhnlichen komplexen Zahlen ist eine tri- 
gonometrische Darstellung möglich: 


p —a (cos è + asind); a1) 
IT Va? + a + ait (AR 


a heißt der Betrag der Quaternion. 
Die trigonometrische Form ist besonders geeignet, um den re zi- 
proken Wert p~' der Quaternion p anzugeben: 


dabei ist 


p-1= + (cos 9 — a sin 9); (12) 


a 
man bestätigt sofort das Bestehen der beiden Gleichungen 
po o o pe 


Unter Verwendung der Maßzahlen «,, @,. Az, @, wird 


PLA). dep 


Die Einführung des reziproken Wertes einer Quaternion genügt 
zur Ausführung der Division. Dabei ist die Bestimmung des 
zweiten Faktors eines Produktes von der des ersten zu unterschei- 
den. Aus den beiden Gleichungen 


pr=q; bp=q 
=p; h= qp. 
Ausführlich geschrieben wird 
It; 9) 


ähnlich ġ; damit ist jede Division auf eine Produktbildung nach (8) 
zurückgeführt. 

Besonders einfach werden die Quotienten zweier Vektoren. Der 
reziproke Wert des Vektors 


b= ai + aj + at 


erhält man 


ist nach (12) 
=Í a b u 
p-1i— FREE T mel + a,j + a,f) = =, 


wenn v den Betrag des Vektors b bezeichnet. 
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Aus den beiden Gleichungen 
br =m; YHu=mp 
erhält man die Quaternionen 


D 
I=0r1n=— 5; yenni=—%, 


und durch Ausführung der Quaternionenprodukte 
=, w—HxXm; 9-4 m+oxXm. (14) 


Der Versuch, den Quotienten zweier Vektorenzudefinieren,gabHa- 
milton die Veranlassung zur Erfindung der Quaternionenrechnung. 

Daraus, daß jede reelle Quaternion einen bestimmten reziproken 
Wert besitzt, folgt die Unmöglichkeit des Verschwindens eines Pro- 
duktes, ohne daß ein Faktor verschwindet. Im System der reellen 
Quaternionen gibt es keinen Teiler der Null. Nach einem 
Satz von Frobenius sind die reellen Quaternionen das einzige 
komplexe Zahlensystem, für das mit Ausnahme des kommutativen 
Gesetzes alle Gesetze des Rechnens mit skalaren Größen gelten. 


274. Die Gaußsche Zahlenebene, Für die Multiplikation zweier 
Quaternionen vom Betrag Eins, welchekollineareV ektorteile besitzen. 
gilt, wenn f zunächst einen beliebigen Einheitsvektor bedeutet: 

(cos © + É sin ®) (cos + sin) — cos (8 + p) + É sin (9 + g). 
Etwas allgemeiner erhält man für das Produkt der Quaternionen: 


AT p= a(cos® + sind), 
q =b (cos p + Ísin g) 


die Quaternion: 
pqa —a (cos È + Ë sin ¢) b (cos p + tsin p) 
= ab (cos ( + p) + É sin ( + p)). (15) 
Das Rechnen mit Quaternionen mit kol- 
linearen Vektorteilen befolgt dieselben Ge- 
setze wie das Rechnen mit gewöhnlichen 
7 komplexen Zahlen; eine Unterscheidung 
ist nicht möglich, solange man das 
Zahlensystem mit den Einheiten 1, 
7-Achse Ý nicht erweitert. Quaternionen 
mit kollinearen Vektorteilen kön- 
nen geometrisch ebenso versinn- 
bildlicht werden wie die komplexen Zahlen in der Gaußschen 
Zahlenebene (Fig. 75). 


Fig. 75. 
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Faßt man f als Einheitsvektor in Richtung der z-Achse eines 
Koordinatensystems auf, so kommt man zu einer geometrischen 
Darstellung der Quaternion, indem man die Maßzahlen der Ein- 
heiten 1 und f als z- und 4-Koordinaten eines Punktes aufträgt und 
der Quaternion den Ortsvektor dieses Punktes zuordnet. Das Pro- 
dukt zweier Quaternionen kann dann erhalten werden, indem man 
ihre Beträge multipliziert und die zu den Ortsvektoren zugehörigen 
Richtungswinkel addiert. 

Multipliziert man die Gleichung (15) von rechts mit i,so erhält man: 


a(c0os®+Fsind)b(icosp+ jsinp)=abficos(d + _)+jsin(®-+9)). 


Trägt man nun die Vektoren des Systems i, į in demselben Ko- 
ordinatensystem auf wie die@Quaternionen des Systems 1,f, so treten 
die Quaternionen als Operatoren von Drehstreckungen 
in der Ebene i,j auf. 

Aus der Tatsache, daß die „Vektoren“ der Gaußschen 
Zahlenebene spezielle Quaternionen mit im allgemeinen 
nicht verschwindendem Skalarteil sind, folgt die Unmöglichkeit, 
die Vektorreehnung im Raum so aufzubauen, daß die geo- 
metrischen Operationen in der Gaußschen Zahlenebene spezielle 
Fälle von räumlichen Konstruktionen sind. 

275. Drehung des Raumes um eine feste Achse. Multipliziert 
man einen Ortsvektor 


t = (i cosp + jsinp)u—+fz 
mit einer Quaternion vom Betrag Eins: 
cos Ò + É sin ð, 


so erhält man, je nachdem man die Quaternion als linken oder 
rechten Faktor anbringt, die Ausdrücke: 


(cos Ò + tsin d) [(i cos ¢ + i sin g) u —+ £2] 
m = (i cos (p +9) + j sin (p + ®)) u + (É cos ® — sin ®) z 


[i cosp + jsin p) u + fz] (cos ® + t sin 9) 
= (i cos (p — 9) + j sin (p — 8)) u + (É cos è — sin ®) z. 


Durch die beiden Operationen wird die i- und j-Komponente des 
Ortsvektors um den Winkel # bzw. — ® gedreht, während die f-Kom- 
ponente in beiden Fällen in dieselbe Quaternion (t cos ð — sin 9)2 
übergeführt wird. 

Es werden also zwei Ortsvektoren r und r’, die durch eine 
Drehung um die 2-Achse mit dem Drehwinkel œw ineinander über- 
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gehen, in dieselbe Quaternion übergeführt, wenn man den einen 
von links, den anderen von rechts mit derselben Quaternion 


cos S +Fsin 5 multipliziert: 
w . w , w . w 
(cos 5 + sin 5) ET (cos 5 + fsin 3)- 


Hieraus erhält man für die Drehung des Raumes mit dem 
Drehwinkel œw um die 2-Achse die für jeden Vektor r gültige 
Formel: 

a 2 in 2 tan). 

t = (cos 5 —+fsin >) t(eos 3 sin z) (16) 

Da sich das Rechnen mit Quaternionen mit kollinearen Vektor- 
teilen vom Rechnen mit gewöhnlichen komplexen Zahlen nicht 
unterscheidet, da insbesondere für die Multiplikation derartiger Qua- 
ternionen das kommutative Gesetz gilt, läßt sich die ganze Theorie 
der Funktionen eines komplexen Arguments auf sie übertragen. 
So gelten insbesondere folgende Formeln (in denen e die Basis der 
natürlichen Logarithmen bedeutet): 
cosa + Ésina — e°, 
(cosa + f sin a)! = e" "", 


nn 


(cos $ 1 tsin$) — me ?, 
also 2a 
cosa+fsina=f*. 
Damit läßt sich die Gleichung (16) für die Drehung des Raumes 
kürzer schreiben: : 
r=fıf r (17) 
276. Zusammensetzung zweier Drehungen. Führt man nach- 
einander zwei Drehungen aus, die durch die Einheitsvektoren a 


und b der Drehachsen und die Drehwinkel a und £ gegeben sind, so 
wird ein Vektor r zunächst in 


a Pey- 

C= nea t, 

dann in pois 
tu erh 


übergeführt. Das Resultat der Zusammensetzung beider Drehungen 


ist eine Drehung, die durch 
Ba b 


a 
t"—brarra "ý 7 
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gegeben ist. Sie kann nach (Ziff. 154) durch eine einzige Drehung 
EEE 
Tp 
rückgängig gemacht werden. Dabei bedeuten a, £, y die doppelten 
Außenwinkel des sphärischen Dreiecks, dessen Ecken durch a, b, c 
bestimmt sind. 
277. Komplexe Quaternionen. Zwischen den Quaternionen und 
einem System von vier Einheiten €;x (i, £= 1, 2) mit dem Multiplika- 


tionsgesetz (4 
S ( ) emtem = 2), (18) 


eirekm = im 


besteht ein bemerkenswerter Zusammenhang. 
Definiert man durch lineare Transformation der Basis vier neue 


Einheiten 
e= en T kn, 


el) (19) 
e= — e T Cae, 
Cs = far — Cips 


so erhält man die Produkte je zweier der neuen Einheiten durch 
folgendes Schema: 


le —eêe e —e 


: k E ie u, ee. 
ce ist Haupteinheit. 


Dieses Schema kann in das Schema (7) für die Multiplikation 
der Einheiten der Quaternionen übergeführt werden durch eine 


lineare Transformation mit komplexen Maßzahlen (i= V—»: 
le Re ner, Bi ie (20) 


Man erkennt also die Identität des durch (18) defi- 
nierten Systems von 4 Einheiten mit dem System 
der Quaternionen, wenn man in beiden Systemen komplexe 
Maßzahlen zuläßt. 

Es muß also (Ziff.270) für die Quaternionen eine charakte- 
ristische Gleichung zweiten Grades bestehen. Um sie in 
einfacher Weise abzuleiten, setzt man eine Quaternion p in die 
Form (10) u 

p=ao+ Ya’+ a,°+ az2a. 
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Dann ist 
P= Mo — a? — h? — Ag? F 2a, VU? F do + a,? a. 
Durch Elimination von a ergibt sich die charakteristische Gleichung: 
pP— 2a, p + (a, a ir ta). (21) 


Für komplexe Quaternionen kann der Betrag verschwinden; in 
diesem Falle reduziert sich die Gleichung auf die beiden ersten 
Glieder. — 

Zwischen den Gesetzen des Rechnens mit komplexen Quater- 
nionen und des Rechnens mit reellen Quaternionen bestehen gewisse 
Unterschiede. Insbesondere gibt es im System der komplexen Qua- 
ternionen Teiler der Null. 

Geht man z.B. von dem Produkt 

eea 0 
aus, so führen die linearen 'Iransformationen (19) und (20) auf: 
G +j) (—f+1i)= 0. 
Beide Faktoren der linken Seite dieser Gleichung sind Teiler der 
Null. Sie sind zugleich die beiden möglichen Typen der Teiler der 
Null. Der innere Grund für diese Eigenschaft der beiden Quater- 
nionen 1 + ij und —t- ii ist das Verschwinden ihres Betrages; 
denn daraus folgt nach (12’) die Nichtexistenz eines reziproken 
Wertes und damit die Unmöglichkeit einer eindeutigen Division. 

Damit sind diejenigen komplexen Quaternionen, für die sich die 
charakteristische Gleichung (21) reduziert, als die Teiler der Null 
erkannt. 

278. Nopionen. Als Nonionen werden die komplexen Zahlen 
eines Systems von 9 Einheiten e;x (2, k = 1, 2, 3) bezeichnet, deren 
Multiplikation dem Gesetz (4) 

a) (kl, 

CikEkm = eim 
genügt. Das System der Nonionenistmitdem System 
der Dyaden identisch. Die Einheiten ex sind die früheren 
Einheiten zweiter Stufe i;ir, deren als skalar bezeichnete Multipli- 
kation dem Gesetz 

bietiimn—0 (k#+D, 

li ikl = liim 
genügt. 

Im System der Nonionen gibt es eine Haupteinheit 


I= ei F er F ess- 
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Die Multiplikation ist assoziativ, aber nicht kommutativ. Demnach 
kann die Division auf zweierlei Weise definiert werden. Jede Di- 
vision ist eindeutig ausführbar mit allen Nonionen Ø = Æ flik ex, 
welche einen bestimmten reziproken Wert besitzen. Hierzu ist not- 
wendig und hinreichend, daß die früher mit Br bezeichnete Deter- 
minante der Maßzahlen aix nicht verschwindet. 

Das Verschwinden von ®r ist charakteristisch für die Teiler der 
Null; diese sind identisch mit den unvollständigen, also planaren 
und linearen Dyaden. 

Die charakteristische Gleichung, der die Nonionen genügen, ist 
dieCayley-Hamiltonsche Gleichung dritten Grades. Zu den 
Nonionen, für welche eine Reduktion der charakteristischen Glei- 
chung eintritt, gehören die Teiler der Null. 

279. Duale Vektoren. Man kann ein System komplexer Zahlen 
von n Einheiten erweitern, indem man zuläßt, daß die Maßzahlen, 
die bisher als reelle oder gewöhnliche komplexe Zahlen voraus- 
gesetzt sind, selbst allgemeine komplexe Zahlen eines Systems von 
m Einheiten sind. Das so entstehende System kann als System von 
mn Einheiten betrachtet werden, die formale Produkte je einer Ein- 
heit der beiden Systeme sind. 

Das Produkt je zweier Zahlen des erweiterten Systems ist be- 
stimmt und durch Multiplikation je zweier Einheiten der beiden 
Teeilsysteme zu erhalten, wenn man voraussetzt, daß in einem Pro- 
dukt aus einer Einheit des einen Systems und einer Einheit des 
anderen Systems die Faktoren vertauschbar sind. 

Ein Beispiel für eine derartige Erweiterung bilden die dualen 
Vektoren. Als duale Zahlen bezeichnet man ein von Clif- 
ford eingeführtes Zahlensystem mit den zwei Einheiten 1 und e, 
wo e—0 ist. Ein Vektor 9, dessen Maßzahlen duale Zahlen sind, 
soll ein dualer Vektor heißen. Nach dem oben geforderten kommu- 
tativen Gesetz kann er auch in der Form 


AALEN 


geschrieben werden, wobei A und A’ Vektoren mit reellen Maß- 


zahlen bedeuten. 
Für das Produkt zweier dualer Vektoren X und $ erhält man, 


unabhängig von der Produktbildung und deshalb ohne Zeichen ge- 
schrieben, die duale Größe: 


AB-AB+EWB+AD). 
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Die dualen Vektoren sind geeignet, die Liniengeometrie 
elegant zu behandeln. Die P lü ck er sche Gleichung einer Geraden 
hat nach Ziff. 23 die Form 


ES I= 
wo 
A- A'—=0 
ist (Fig. 76). 
U soll als Einheitsvektor vorausgesetzt 
werden: NN. 
Der duale Vektor ce 
1g. . 
A=AH eN s 


bestimmt die Gerade vollständig. Er ist ein Einheitsvektor; das 
skalare Produkt des Vektors mit sich selbst wird 


A-A=A- A-2 A A= i. 
Die Darstellung der Geraden des Raumes durch duale Einheitsvek- 
toren führt zu einer Abbildung der Geraden auf die dualen Punkte 
der Einheitskugel (Studysches Übertragungsprinzip).’) 
Das skalare Produkt zweier dualer Einheitsvektoren 
A- H=A- BHEAN- B +A- B’) 
läßt sich geometrisch deuten. Der Winkel der durch % und 8 be- 
stimmten Geraden soll mit 9 bezeichnet werden, ihr kürzester Ab- 
stand mit /. Die Ortsvektoren der Fußpunkte des kürzesten Ab- 
standes sollen r und 38 heißen. Dann wird 
A-B—=cosd + ellr AB] + [U3B)) 
= cos © + el — 8) AB] 
= 06089 — el sin È. 
Das skalare Produkt gibt also den kürzesten Abstand und den 
Winkel der beiden Geraden. ; 
Wegen der Eigenschaft der Clifford schen Zahlen ist 


cosd — el sin ® = cos (8 + el). 


wie man durch Reihenentwicklung der rechten Seite nachweist. 
Mithin kann A-B als Cosinus des „dualen Winkels“ #-+ el be- 
trachtet werden. 

280. Motoren. Von größerer Allgemeinheit als die dualen Ein- 
heitsvektoren. die zur Darstellung der Geraden hinreichen, sind die 


1) Study, Geometrie der Dynamen; Blaschke, Differentialgeometrie I, 
& 103. 
Lagally, Vektorrechnung. 23 
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von Study und v. Mises?) behandelten Motoren. Man versteht 
unter einem Motor eine aus zwei Vektoren gebildete extensive 
Größe, die zur Beschreibung einer Schraubung geeignet ist. 

Zur Festlegung einer Schraubung muß vor allem die Achse der 
Schraubung durch den Ortsvektor r irgendeines ihrer Punkte und 
den Einheitsvektor a ihrer Richtung gegeben sein. Die Schraubung 
ist dann festgelegt, wenn zwei beliebige, die Achse senkrecht 
schneidende Geraden, die durch die Schraubung ineinander über- 
geführt werden, bekannt sind. Ein solches 
Geradenpaar kann durch seinen kürzesten 
Abstand d und seinen Winkel ® gegeben 
werden (Fig. 77). 

Diese geometrischen Daten erlauben die 
Aufstellung zweier Vektoren (Resultant- 
vektor und Momentvektor) 

M=atgeh, 


M'=r X M + er M, er 
die umgekehrt wieder zur eindeutige N 
Bestimmung der Schraubung hin 
reichen. Man kann nämlich a und 9 aus mE 
entnehmen. Dann gibt die zweite Gleiy- 
chung d aus der Beziehung € 
M-M- M-N. 

Fig. 77. tg? 
Endlich kann, wenn d und bekannt sind,= 
die zweite Gleichung als P lü ck er sche Gleichung der Schraubungs-® 
achse angesehen werden. 


Als Motor kann man den dualen Vektor: 
MEM+EM 


"da HAYA 


adarımm? 


festsetzen oder allgemeiner unter Verwendung einer beliebigen 
Basis e,, e, die extensive Größe 


M= e M + eM. 
Über das System der dualen Vektoren hinauszugehen, ist nament- 
lich dann nicht zu vermeiden, wenn man dyadische Produkte von 


Motoren bilden und mit ihnen rechnen will, ohne auf ihre Maß- 
zahlen zurückzugreifen. 


1) R. v. Mises, Motorrechnung, ein neues Hilfsmittel der Mechanik. Zeit- 
schrift f. angewandte Math. u. Mech. 4, 1924, S. 155ff. 
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